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前 言 

本 书 是 在 作者 多 年 来 为 黑龙 江 大 学 数学 科学 学 院 高 年 级 学 生 开 设 数 学 分 析 方 
法 选 讲课 程 所 用 讲稿 的 基础 上 ， 几 经 修改 和 加 工整 理 而 成 的 .编写 本 书 的 目的 在 
于 比较 系统 地 整理 和 提炼 数学 分 析 中 的 一 些 常 用 方法 和 技巧 ， 以 提高 学 生 的 解 题 
能 力 . 目前 出 版 的 此 类 书籍 虽然 很 多 , 但 其 中 大 部 分 是 按 问 题 的 类 型 来 阐述 解 题 方 
法 的 . 因此 我 们 在 编写 本 书 时 以 阐述 或 介绍 各 种 分 析 方 法 与 技巧 为 线索 ， 所 有 例题 
和 习题 都 按 方 法 分 类 . 为 了 突出 方法 ， 有 的 例题 在 多 处 出 现 , 给 出 了 不 同 的 解法 ， 
少数 定理 可 能 在 多 处 被 引入 ， 和 希望 读者 予以 理解 . 

本 书 假定 读者 已 具有 数学 分 析 的 基础 知识 ， 因 此 引入 的 定理 一 般 均 未 给 出 证 

. 在 全 书 所 选编 的 近 600 道 例 题 和 习题 (其 中 有 相当 数 其 是 结合 教学 研究 日 编 的 ) 
en 定 难 度 的 ,但 考虑 到 学 生 的 实际 接受 能 力 ， 一 些 过 于 专业 的 技 
巧 和 问题 我 们 没有 编 入 ， 整 个 内 容 基本 上 未 超出 教学 大 纲 所 规定 的 范围 , 在 证 明 的 
具体 写法 上 也 适当 地 照顾 到 这 一 点 . 

全 书 共 分 6 章 . 第 1 章 主要 阐述 分 析 证 明 中 的 一 些 最 常见 的 基本 处 理 方 法 与 
技巧 ,根据 教学 上 的 考虑 科 我 们 自己 的 体会 ， 把 这 些 第 用 的 处 理 方法 适当 从 名 后 
正 式 地 予以 提出 ， 我 们 认为 这 样 做 有 利于 学 生 加 深 对 方法 本 身 的 理解 ,第 2 前 是 
Abel 方法 及 应 用 人 简介. 在 第 3 章 不 等 式 与 估 值 问题 部 分 中 ， 我 们 利用 短 平 均 水 数 
对 各 种 平均 值 不 等 式 统一 进行 了 处 理 . 考虑 到 交换 运算 次 序 在 级 数 求 和 及 积分 计 
算 中 的 重要 性 ， 我 们 在 第 4 章 对 它 进行 了 一 些 讨论 ， 并 给 出 了 判断 级 数 和 积分 不 
一 致 收敛 的 比较 简单 并 旦 使 用 方便 的 方法 . 第 5 章 简 略 地 介绍 了 阶 的 估计 及 其 在 
极限 计算 和 级 数 与 积分 收敛 性 中 的 应 用 . 第 6 章 用 较 多 的 例题 介绍 极限 存在 性 问 
题 的 证 法 和 各 种 极限 的 求 值 方法 . 各 章 的 内 容 都 有 较 大 的 独立 性 ,因此 读者 在 阅读 
时 可 根据 自己 的 需要 加 以 选择 . 

本 书 在 编写 过 程 中 得 到 了 各 方面 的 关心 和 支持 . 哈尔滨 工业 大 学 匡 从 忻 教 授 给 
予 许 多 指导 和 鼓励 . 黑龙 江 大 学 刘 礼 泉 教 授 仔细 地 阅读 了 本 书 的 初 稳 ,提出 了 不 少 
好 的 建议 . 黑龙 江 大 学 数学 科学 学 院 的 领导 十 分 关心 本 书 的 编写 , 早 就 建议 尽快 出 
版 ， 并 给 予 大 力 支 持 . 对 以 上 各 位 ,我们 在 此 一 并 致 以 诚 垫 的 谢意 . 北京 大 学 出 版 
社 和 黑龙 江 大 学 出 版 社 为 本 书 的 出 版 付出 了 辛 勒 的 劳动 , 对 此 ,我 们 表示 衷心 的 感 
谢 . 由 于 编者 水 平 所 限 ， 书 中 错误 和 不 妥 之 处 在 所 难免 . 我 们 真诚 地 希望 得 到 各 方 
的 指教 . 


编 者 
2013 年 10 月 于 黑龙 江 大 学 


内 容 简 介 


本 书 以 大 学 数学 分 析 知 识 为 起 点 ,主要 讲述 数学 分 析 的 方法 和 技巧 , 旨 在 帮助 
读者 加 深 对 数学 分 析 中 重要 概念 和 基本 方法 的 理解 ， 提 高 解 题 技巧 和 能 力 . 

全 书 共 分 6 章 , 主要 内 容 包括 : 分 析 证 明 中 的 几 种 常用 处 理 方法 与 技巧 ，AbeP 
方法 ,不 等 式 与 估 值 问题 ， 几 种 运算 次 序 的 交换 性 ， 阶 的 估计 及 应 用 ,极限 的 存在 
性 与 求 值 问题 ,等 等 . 各 章 的 内 容 均 有 较 大 的 独立 性 , 便于 读者 根据 自己 的 需要 进 
行 选择 ， 每 章 除 了 典型 例题 外 ， 还 配备 了 一 定数 其 的 习题 ， 可 供 读 者 选用 . 

本 书 可 作为 地 方 综合 性 大 学 、 师 范 类 和 理工 类 大 学 的 数学 系 等 各 专业 高 年 级 
学 生 的 选修 课 教 材 ， 也 可 供 青年 教师 及 报考 人 研究生 的 同学 参考 ， 
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第 1 章 ”分 析 证 明 中 的 几 种 常用 处 理 方 法 与 技巧 


在 数学 分 析 中 ， 当 我 们 要 证 明 一 个 问题 时 , 在 有 了 正确 的 思路 之 后 ,还 常常 要 
根据 不 同 对 象 和 题 设 中 的 条 件 采取 不 同 的 处 理 手 法 ， 以 实现 证 明 的 目标 ， 比 如: 对 
函数 分 段 ( 即 把 函数 所 在 区 间 分 为 两 个 或 几 个 区 间 ) 进行 研究 ， 把 关于 离散 型 变量 
的 问题 转换 为 连续 型 变量 的 问题 ， 有 些 证 明 还 需要 借助 辅助 函数 或 构造 点 列 ， 等 
等 .我 们 在 这 一 章 里 ,对 一 些 常用 的 处 理 方法 和 技巧 加 以 总 结 和 提炼 ,并 命 之 以 适 
当 的 名 称 ， 以 便于 读者 更 熟练 地 运用 它们 . 

本 章 分 为 8 节 ， 前 7 节 主 要 讲述 分 析 证 明 中 的 几 种 常用 处 理 方法 与 技巧 ， 最 
后 1 节 则 是 对 使 用 实数 空间 基本 定理 时 应 注意 的 问题 给 出 若干 注释 ， 


1.1 截断 


我 们 常常 要 在 某 些 条 件 下 证 明 无 限 区 间 上 的 函数 或 无 穷 多 个 函数 的 和 函数 具 
有 某 些 性 质 . 例如 : 一 个 实数 轴 上 处 处 连续 的 函数 ， 如 果 当 自 变量 趋 于 无 穷 大 时 有 
有 限 的 极限 ， 那 么 它 一 定 有 界 ， 如 果 孔 数 项 级 数 的 每 一 项 当 自 变 量 z 一 zo 时 有 极 
限 ， 并 且 这 个 级 数 在 包含 zo 的 某 个 区 间 上 一 致 收敛 ， 那 么 这 个 函数 项 级 数 的 和 的 
极限 等 于 各 项 极限 的 和 ; 等 等 . 在 证 明 这 类 问题 时 ,我 们 的 基本 依据 是 有 限 区 间 上 
的 函数 或 有 限 多 个 函数 的 和 所 具有 的 相关 性 质 ， 同 时 还 要 根据 给 定 的 条 件 对 无 限 
区 间或 无 穷 级 数 进 行 截断 处 理 (如 何 进 行 具体 的 截断 则 要 根据 不 同 的 问题 做 具体 的 
分 析 ). 我 们 把 这 种 处 理 方法 称 为 截断 . 

例 1.1.1 设 f(z) s C(-co,+ecoj, 且 lim f(x) = 1! (其 中 ! 为 有 限 数 ), 求证 
f(z) 在 (-co,+co) 上 有 界 . 

分 析 由 于 lim f(z) = 1, 根据 局 部 有 界 性 可 知 ， 存 在 4 > 0, 使 f(z) 在 
(一 00, 一 4) 和 (4,+eo) 上 有 界 ， 而 在 [-4,+4 上 可 以 从 f(z) 是 连续 函数 这 一 条 件 
获得 其 有 界 性 . 

证 明 对 s=1, 存 在 4>0, 当 |z|>4 时 ， 有 |f(z) 一 中 <1, 从 而 


Fo) < IF) = H+ <1+ 
又 由 f(z) 在 [-4, 4 上 连续 可 知 ， 存 在 M1 > 0, 使 得 当 |z| < 4 时， 有 


[zs Mi. 


@ C(-co,+co) 表示 定义 在 (-co,+cc) 内 的 连续 函数 全 体 构成 的 集合 ， 当 把 (一 co: +ecc) 换 
成 其 他 区 间 时 意义 相同 . 


“2 第 1 章 分 析 证 明 中 的 几 种 常用 处 理 方法 与 技巧 


取 M = maxfa ,1+|》 则 对 一 切 ze (一 00, 十 oo0), 有 


|f(z)| < M. 

例 1.1.2 设 wn(7x) =1 2 在 (mw 一 ee 内 有 定义 (在 zo 点 也 可 以 
没有 定义 )， im un(Z) Ss (ln 为 有 限 数 )， 且 > Uni(£ 在 (zo BE 0, 守 0; 十 6) 上 一 致 收 
化， 求证 _ 

ji 3 il) Yl 
THT0 n=1 n=l 


分 析 我 们 面临 如 下 两 个 问题 需要 解决 
1) 证 明 收敛 ; 
| 


阔 证 朋 等 式 lin vatai = Yb 成立. 
TT0 n=1 


st 


问题 (1) 由 Cauchy? 收敛 原理 不 难 解决 . 问题 (2) 的 困难 在 于 项 数 的 无 限 多 ， 
因为 极限 运算 法 则 只 保证 有 限 多 个 函数 和 的 极限 等 于 它们 极限 的 和 .这 就 需要 对 
无 限 和 进行 截断 处 理 ， 把 它 截 成 项 数 足 够 多 的 有 穷 多 项 和 其 余 的 无 穷 多 项 ( 即 级 数 
的 “尾巴 "), 然后 分 别 进行 考虑 ， 即 


2 Un(Z) AE > > 全 (人 -之 Un 


学 


+| > pe 3 


n=N+1 


我 们 的 目的 是 证 明 当 z 充分 靠近 zo 时 ， 上 面 不 等 式 的 左 端 能 够 任意 小 . 这 就 
要 分 析 不 等 式 右 端的 情况 ,而 右 端的 第 一 项 根据 “有 限 和 的 极限 等 于 其 各 项 极限 的 
和 ” ee 要 它 当 x 一 zo 时 能 任意 小 是 容易 办 到 的 ; 第 二 项 是 两 个 收敛 级 数 
的 “ ， 其 中 E39 1 是 收敛 的 数 项 级 数 的 “尾巴 ”>， 只 要 N 选 得 足够 大 ， 它 


就 能 任意 小 ， ee 男 一 项 i 是 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 的 “ 尾 


n=N 


巴 ”， 只 要 六 足够 大 ， 它 也 能 任意 小 ， 并 同样 与 与 x 无 关 ， 于 是 问题 就 不 难 解 决 了 . 
至 于 取 多 大 的 N, 这 要 依赖 于 正 数 < 
证 明 对 Ve >0, 由 Nw(z) 在 (zo 一 6,zo 十 6) 上 一 致 收 僵 及 Cauchy 收敛 原 
庄 守 
理 可 知 ， 存 在 NeEZ18, 当 n>N 时, 对 VpeEZt 及 VzrEe (zo 一 6,zo 十 0), 有 


lati(z) + unta(z) + 二 Untp(T )| 6 


令 z 一 7o, 就 得 到 
[lnt1 二 ka 二 latzl < E， 


再 由 Cauchy 收敛 原理 可 知 。 并 收 伍 ， 


Q@ Cauchy, 柯 西 ， 1789 一 1857, 法 国 . 
@ Z+ 表示 全 体 正 整数 构成 的 集合 . 


1.1 截断 ‘3. 


另 一 方面 ,对 Ve > 0, 由 夺 六 收敛 和 wn(z) 在 (zo -56xo++6) 上 一 致 收 
= n=1 
全 可 知 ， 存 在 Ne Z+, 使 


1 一 人 十 1 
对 上 述 e>0 及 Ne2Zf+, 由 im un(Z) = (1 = 1, 2, …) 可 知 ， 在 在 61 € (0,5)， 
当 0<|z 一 xo| <01 时 ， 有 


人: 运 


[3 E 
过 一 
mn 一 入 十 1 3 


3， (VZE(zo 一 07zo 十 0)). 


lun(z) — | < 3 (Wl 2 WN) 
从 而 
oo oo N oo Oo 
> un(Z) Be > 1 六 > |un (zx) > ln 击 2 ua 人) 卡 | 3 ln 
=] 入 三 = 上 全 三 坟 n= 二 NN 十 1 n=N+1 
€ € 村 
让 
RE 


上 面 两 个 例子 说 明 ,， 在 进行 截断 的 时 候 ， 主 要 的 是 要 处 理 好 那个 “无 穷 部 分 ” 
( 即 截断 后 剩 下 的 无 限 区 间或 无 穷 级 数 的 “尾巴 ?), 因为 只 要 把 这 部 分 处 理 妥 当 之 
后 ,我们 就 可 以 放心 地 处 理 有 穷 部 分 了 , 至 于 从 什么 部 位 上 进行 截断 ， 则 要 根据 题 
设 条 件 和 证 明 的 需要 而 定 . 

例 1.1.3 设 f(x) s C(-%,+00), lim f(2) 存在 且 为 有 限 值 ， 求 证 函数 f(x) 
在 (一 00, 十 00) 上 一 致 连续 . 

分 析 我 们 需要 证 明 的 是 ， 对 (oo,+eo) 中 的 任意 两 点 wz”, 只 要 |z 一 2 
是 够 小 ，|f(z') -= f(x")| 就 能 够 任意 小 ， 对 于 任何 有 限 区 间 [-A, 4] 来 说 ， 这 是 很 
容易 办 到 的 ， 因 为 采 区 间 上 的 连续 函数 必 是 一 致 连续 的 . 但 是 ， 对 于 两 个 无 限 区 间 
(一 0%0, 一 4) 及 (4,+co) 就 不 能 按 同 样 的 想法 来 对 待 ， 因 此 需要 分 段 考 虑 . 如 何 选取 
上 述 的 正 数 二 呢 ? 这 就 要 利用 “lim f(z) 存在 且 为 有 限 值 ”这 个 条 件 了 . 

对 Ye>0, 由 Cauchy 收敛 原理 可 知 ， 存在 4 > 0, 只 要 lz > 4, |z"| > 4, 就 
有 |f(z') 一 f(z”")| < s. 这 就 是 说 ， 按 上 述 要 求 取 定 了 正 数 4 之 后 ， 两 边 的 无 限 区 
间 (-co, -4) 及 (4,+eo) 就 可 以 不 去 管 它 ， 只 需 处 理 中 间 的 有 限 区 间 [一 4, 4] 就 可 
以 了 . 

证 明 对 Ve > 0, 由 于 lim f(z) 存在 且 为 有 限 值 ， 根 据 Cauchy 收敛 原理 可 
知 ， 存 在 4>0, 当 lz > 4, |z 关 4 时 ， 有 

f(z') — f(2")| < 3 


又 由 f(z) 在 [-4, 4 上 一 致 连续 可 知 ， 存 在 5€ (0, 4), 使 得 对 Vx", zx” € [一 A,44， 
只 要 lz 一 x" | < 6, 就 有 
|f(z') — f(z")| < 


hm 
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于 是 对 (-co,+co) 上 满足 |z' 一 xz"| < 6 的 任意 两 点 2 与 z 来 说 ， 不 论 它们 属于 
[-4, 4], 还 是 属于 (-00, 一 4) 或 (4,+eco), 都 有 

f(r) -zl < 3 < <. 
若 Z el[-4) 4 而 ze (4,+00),; 则 由 |z' 一 xz” |<5 可 知 , 必 有 |zx' 一 4|<5, 且 
lz” 一 4A| < 6, 从 而 有 


|f(z) — fr) < IF(2) — FA +|f(A) — f(z2")| < a. 


对 于 ze [4,4], 而 x” € (-00, 一 4) 的 情形 同 理 可 证 . 
总 之 ， 只 要 |z' 一 x" < 0, 就 有 


f(z) -lz < a. 
例 1.1.4 设 级 数 并 a 绝对 收敛， 且 存 在 常数 M > 0, 使 得 
1 


lelz) 和 M, Ip(r)| < M (Vr Ee (-o00,+00)), 


求证 f(7x) = 二 one nz) 在 (一 0,+0o) 上 一 臻 连续 . 


分 析 首先 注意 本 题 昌 然 也 是 要 证 明 f(z) 在 无 限 区 间 上 一 致 连续 , 但 和 例 1.1.3 
不 同 的 是 ， 这 里 不 能 采用 截断 区 间 的 办 法 .因为 尽管 容易 证 明 f(x) 在 任意 有 限 区 
司 上 一 臻 连续 (一 致 收敛 且 每 项 都 连续 的 函数 项 级 数 其 和 函数 也 连续 ), 但 对 截断 后 
剩 下 的 两 个 无 限 区 间 , 由 于 f(x) 当 x 一 co 时 极限 未 必 存 在 (例如 w(z) = sinz 时 )， 
因此 不 能 像 例 1.1.3 那样 处 理 . 

然而 在 已 知 条 件 下 ， 级 数 中 的 每 一 项 ( 即 对 每 个 固定 的 n) 都 在 (co,+co) 上 
一 致 连 续 ， 这 是 因为 对 Vz', z”€ (一 00, 十 00), 根据 微分 学 中 值 定理 ， 有 


"| 


Ilp(nz) — (nz )| = np (nd (zr -7 )| < nMlz’ 一 2 


从 而 对 Ve > 0, 可 取 6 一 7， : "| < 5 时， 有 


Ip(nz’) — p(nz")| < e. 


假如 f(z) 是 有 限 项 的 和 , 那么 问题 就 十 分 简单 了 . 现在 的 困难 在 于 无 穷 多 项 ， 
但 可 以 证 明 级 数 在 (-co, +ce) 上 一 致 收敛 , 它 的 余 项 就 可 以 忽略 不 计 ( 即 不 论 zx 取 
何 值 ， 余 项 总 可 以 任意 小 ), 因此 需要 从 无 穷 级 数 中 砍 掉 “尾巴 ”， 截 出 一 个 项 数 足 
够 多 的 有 限 项 的 和 . 根据 一 致 连续 的 定义 ， 我 们 需要 估计 在 任意 两 点 x'， x2” 的 函 
数值 之 差 
N 


[jz — f(r) < | an[elnz) 一 wenz | 十 入 lenlletnz) — p(nz")|. 


条款 


1.1 截断 
证 明 对 ve > 0, 由 三 lan| 收敛 可 知 ， 存 在 二 > 0 及 N e Zt, 使 得 


De De [a 
2 lan| < IL, 2, lan| < 均一 
ee | 4M 


= 


M (VXE (00, 二 00)) 可 知 ， 对 Vx', ze (一 00, 十 00), 有 


5 lanllp(nz) -p(na) <2M 并 lan| <5 
三 所 7 一 入 十 1 2 


在 


于 是 由 |p(z)| < 


nn 


男 一 方面 ， 对 Vx', ze (一 00, 十 00) 及 每 一 个 正 整数 n(n = 1,2,… ,NN), 由 微 
分 学 中 值 定理 可 知 ， 存 在 介 于 nz' 与 nx” 之 间 的 &, 使 得 
[p(nz’) — p(nz")| = np (én)(x' — 7")), 
于 是 由 |w'(x)| < M (Vz € (一 00, 十 00)) 可 得 
plnz) = p(nz) < nMle' — 2"| < NMIz’ — 2". 
综 上 可 知 ， 对 Ve > 0, 取 5= a 当 |z' 一 zx"|<65 时 ， 有 


N 
二 lanllp(nz’) — p(nz")| < NAMz — 72"| 2 lan| < > 
n=1 


n=1 


于 是 对 Yz', zx”"E (一 00; 十 00), 当 |x' 一 2”"|<6 时 ， 有 


fe) = Fa) < 全 lanllenz) — plnz')|+ lonllo(na) — p(nz’)| 


=} 
< 了 = 
例 1.1.5 设 f(z% ;) € CO, +00) 并 且 对 V4 > 0， {hia(s 


f(z)( 即 内 闭 一 致 收敛 ). 各 果 / mds 收 城 ， 目 [fe] & Ble) (n= Li) 


求证 十 co 十 co 
li atid = lx. 
im [ jn)dw = 人 f(x)d7 


ROO 0 
分 析 首先 由 |f(z)| < F(z) (r=1,2,… ,Zz >0) 及 {f(z)} 在 [0,+co) 上 内 
f(z)| < Ptz), § f(a) < +o0). 再 根据 比较 判别 法 


闭 一 致 收敛 于 f(x) 可 知 ， 
可 知 ， 对 每 个 ne Z+, 积分 ' de a z)dz 均 绝对 收敛 
0 


又 由 明显 的 不 等 式 


fia {real < {tle) -tae 


已 Im 


)} 在 [0,4] 上 一 致 收敛 于 
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容易 看 出 ， 为 了 证 明 结 论 成 立 ， 只 需 证 明 当 n 充分 大 时 ， 上 面 不 等 式 的 右 端 能 够 
任意 小 . 

假如 右 端的 积分 区 间 是 有 限 的 , 则 由 当 n 充分 大 时 , | 所 (z) 一 f(z)| 可 以 任意 小 ， 
衣 委 等 另 解 问题 了 现在 面临 对 无限 区 间 的 处 加 ,广汉 | 记 人 co) [| 
而 且 对 充分 大 的 4> 0 三 F(z)dz 是 可 以 任意 小 的 ， 剩 下 的 就 是 有 穷 区 间 的 积 
从 

证 明 对 Ye > 0, 取 定 一 个 充分 大 的 正 数 4, 使 


十 co 
/ F(zr)dz < 
A 


又 因为 {f(z)} 在 区 间 [0, 4] 上 一 致 收敛 到 f(x), 所 以 对 上 述 的 s > 0, 存 在 Ne€ Zt， 
当 n > N 时 ， 有 


WIm 


[fa(z)— f(z)| < (0gz<A4), 


于 是 当 n > N 时 ， 有 


[mf fe 


截断 处 理 方法 不 仅 适 用 于 无 限 区 间或 无 限 项 之 和 的 情形 ， 有 时 对 于 有 限 区 间 
或 有 限 项 之 和 的 情形 也 需要 进行 截断 处 理 ， 才 能 使 问题 获得 解决 . 
例 1.1.6 设 flz) e RI0,1P, 对 V5b>0, eo(z) 在 [0 中 上 可 积 , 且 ,lim w(x) = 入， 


求证 1 1 
人 Jayetnadz= 和 人 Flv)ds, 
分 析 显然 ， 我 们 有 不 等 式 


A f(r)p(nzr)dr 一 入 fs )dz| < {Woolen - Aldz. 


为 了 证 明 结 论 成 立 ， 需 要 对 上 面 不 等 式 右 端 积分 进行 估计 .由 于 f(z) 是 有 界 
的 (可 积 的 必要 条 件 ), 因此 自然 希望 当 7 充分 大 时 ， |w(nz) 一 和 | 能 够 任意 小 .但 
遗憾 的 是 ， 因 为 x 可 以 任意 接近 零 ， 所 以 不 论 n 怎样 大 ， 也 不 能 保证 nz 都 足够 
大 ， 从 而 就 不 能 保证 |lp(nz) 一 和 | 对 一 切 z 都 能 够 任意 小 . 然而 ， 如 果 将 [0, 1] 截 成 
两 段 [0,5] 和 [6,1] (其 中 5 是 任意 小 的 正 数 ), 那么 在 第 一 个 小 区 间 上 的 积分 就 能 够 


@ RIa,0] 表示 定义 区 间 [ww 妖 上 的 Riemann 可 积 函 数 全 体 构 成 的 集合 ， 当 把 [0, 1] 换 成 其 他 
区 间 时 意义 相同 . 


1.1 截断 re 


任意 小 (只 需 区 间 长 度 足 够 小 ), 而 第 二 个 区 间 上 的 积分 由 于 nz > n6, 所 以 当 n 充 
分 大 时 ， nz 可 以 充分 大 ， 从 而 |p(nz) - 和 | 也 能 任意 小 ， 因此， 应 该 对 区 间 [0,1] 
进行 截断 . 
证 明 对 Ve >0, 由 lim w(x) = 入 可知， 存在 4>0, 当 z>4 时 ， 有 
|P2(z) 一 和 | < <. 


对 上 面 选 定 的 4 > 0, 令 M = sup {12)9, Ma = anpfleG) 一 ,并 到 


充分 大 的 N € 2Z+， 使 得 当 > N 时 ， 和 有 于 是 当 n > N 时 ， 有 


1 "全 
/ | (zle2l(nz) — Mdz = 人 [f(z)| Ip(nz) — Aldz 十 Lu |f(z)| p(nz) 一 和 dz 
0 


MiM»A A M1iM» A 
5 
7 nn nn 


再 取 Ni > max {N, [二 0 则 当 n> Ni 时， 有 
fi orn)de = A ff00) )dz 


1 1 
lim f(z)p(nr)dzr = 和 f(r)dz. 
0 


?一 十 co Jo 


例 1.1.7 设 lim zw =1, 求 证 
人 一 十 6 


sf jz)llel(nz) = Aldz < 2Mie. 


即 


二 2 
lim 芋 必 
no00 n 


分 析 记 om = 2 (n=1, 2,…), 则 
(zs1 -D+(r2—D) ++ (zn —D) 
nn 
nn 


lon 一 中 三 


我 们 来 分 析 一 下 不 等 式 右 端 分 子 的 变化 情况 . 很 明显 , 虽然 项 数 在 不 断 增 多 ， 
但 靠 后 边 的 一 些 项 会 随 着 n, 的 增 大 而 变 小 ， 可 以 任意 小 ， 而 前 边 的 那些 项 则 是 固 
定 不 变 的 ， 根 本 不 能 变 小 ， 因 此 我 们 可 考虑 将 它们 分 段 处 理 . 

© pe 表示 数 集 {|f(z)| | z € [0,1]} 的 上 确 界 . 数 集 已 的 上 确 界 通常 记 为 sup EE. 
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对 WES0, 和 由 im zn 二 1 可知 ， 存 在 NeZt, 当 n>N 时 ， 有 [zn 一 /| < =. 
因此 ， 对 于 这 样 取 定 的 N, 不 论 n 怎样 大 ( 即 项 数 不 论 怎 样 多 ), 从 第 N + 1 项 开 
始 ， 以 后 每 项 都 小 于 s, 而 这 些 项 加 起 来 小 于 (n - N)s, 再 被 n 除 一 下 就 要 小 于 


二 


(= je 所 以 我 们 可 以 不 去 管 它 了 . 另 一 方面 ,既然 N 已 经 取 定 ， 从 第 1 项 


到 第 N 项 加 起 来 就 是 一 个 固定 数 ， 它 被 n 除 之 后 就 会 随 着 n 的 增 大 而 变 小 . 
证 明 对 Ve > 0, 由 im wn = 可知 存在 NEZTt, 当 nw 时, 有 


[wi = ?| < 5 


对 于 取 定 的 N, 选取 Ni > N, 使 得 当 n > Ni 时 ， 有 


zl 一 上 二 lz2 一 中 十 :十 |zN 一 /| 区 
nn 


DIm 


于 是 当 > Ni 时 ， 有 


nN ~ 2 i 访 泌 尼 Tn 一 
| Zk | & zl 一 由 十 za 一 中 十 :十 |2 1| 
k=1 7 n 
_ |z1 一 可 二 … 十 |zw 一 本 |zNw+1 一 中 二: 十 lz 一 中 | 
n n 
E nN e 
< 三 十 :~<e 
史 n 


即 


7 ee dn ea 
li 一 -一 


截断 处 理 是 数学 分 析 中 的 一 种 比较 基本 的 手法 ， 通 过 它 可 以 把 许多 有 限 范围 
内 成 立 的 性 质 和 结论 扩展 到 无 限 范围 ， 因 此 ， 我 们 在 处 理 与 无 限 范围 有 关 的 问题 
时 ， 应 当 有 一 种 截断 的 意识 . 


= 


习题 1.1 


LL1 设 f(z) e C(-o0,+o0), 并 且 ,lim_ f(z) 与 lim f(z) 都 存在 且 为 有 限 值 ， 求 证 
f(z) 在 (一 00, 十 oo) 上 有 界 . 
1.1.2 设 f(z) e C(--coo,+oo), 并 且 lim f(z) = 十 oo, 求证 f(x) 在 (一 00, 十 oo) 上 存在 最 
小 值 . 
1.1.3 设 级 数 > an 收敛 ， 访 (z) > 户 (z) 这 过 访 (z) 过 …，, 且 { 访 (z)} 在 (0,+co) 上 
n=1 


一 致 收敛 于 一 个 有 界 函 数 . 若 lim fn (%) = bn (n 一 Ls 和 为 求证 宁 anbn 收敛 ， 且 
2 一 十 Go n=1 


m Saxfals) = 2 anbn. 
n=1 


li 
区 一 十 co n 二 1 


习题 1.1 了 


1.1.4 设 f(z) EC( 一 00, 十 oo0), 上 是 im f(z) = 0. 若 f(z) > 0, 求证 f(z) 在 (一 00, 十 00) 
上 有 最 大 值 . 
1.1.5 设 户 ( 有 E Cla,0), 并 且 对 V6 € (0,6b 一 a), 函数 列 {fn(z)} 在 [a,b 一 6] 上 一 致 收敛 
于 f(z). 如 果 [ F(z)dz 存在 ， 且 | 所 (z)| 区 F(z) (n= 1,2,…), 求 证 


im 太 fn(rT)dzr sy f(z)dz. 


00 
1.1.6 设 2(z) 在 (一 00, 十 00) 上 绝对 可 积 ， 求 证 f(z) = / p(t)cosztdt 在 (一 co, 十 co) 
上 一 臻 连续. | 
下 lim Wy ns lim yn = 二。, 求证 


和 T1Yn Et We ee nk’ rn i 
lim 


也 一 OO 人 
(提示 : 类 似 于 本 节 例 1.1.7, 可 分 三 段 处 理 . ) 
1.1.8 设 {an} 为 非 负 数列 ，S(z) = > anz", 求证 Do 收敛 的 充分 必要 条 件 是 S(z) 
六 


在 (-1,1) 上 有 界 ， 并 且 当 沁 an 收敛 时 ， 有 


一 ab. 


$a = 一 dim S(7r). 


n=1 


Un 


1.1.9 设 反 (x) = 全 三 tnertdt (n 二 1,2,.… ,0<z < +co), 求 证 函数 项 级 数 入 f(z) 
S 0 六 =] 
在 (0, 十 00) 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 数 项 级 数 an 收敛 ;并且 当 2 or 收敛 时 ， 有 


> ox t"e ‘dt = SS a 
nl! = 
w= » 0 作 二 1 


1.1.10 设 {an} 为 有 界 数列 ， 记 f(z) = 十 / ter-ztdt (x > 0, n = 1,2,.…), 求证 : 
"0 
(1) Sb 在 (0, 十 co) 上 一 致 收敛; 


Yl 
(2) lim Sj 二 lim yanfa(z)=0. 
TH0+ n=1 TTo0 n=l 
(提示 : 在 [0,1 十 6] 和 [1 十 6, 十 0) 上 分 别 利 用 不 等 式 


了 1 十 oo i 
os 二 上 人 tt os 二 上 tre dt, (n=1,2,..), 
n: Jo n: Jo 


其 中 9 > a +55 十 oo 
1.1.11 设 f(z) e Cla, +oo)，g(z) > 0 且 积分 上 J / f(z)g(z)dz 均 收 
伍 ， 求 证 ， 存 在 上 > a, 使 得 


十 co ts 
小 Ra 上 Haas 
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1.1.12 设 级 数 an 及 学 nan 均 收 伊 , 且 an = 0. 令 yp(z) = 并 ane-"”, 求 证 : 
n= Sl Rl Nn 
(1) lim wy(x)= 0; 
rT 二 0 十 
从 < 让 


在 (0, +co) 上 一 致 收敛 ; 


.wz) _ © 
3) dy I 2 mon， 


11.13 设 f(z)e Cla,b), 且 ,lim f(z) 及 li f(z) 均 存在 且 有 限 , 求证 f(z) 在 (a,b) 
上 有 界 且 一 致 连续 . 


1.2 ” 翅 加 


为 了 和 弄 清 “又 加 ”这 种 证 明 技 巧 ， 我 们 先 看 一 个 具体 例子 . 
例 1.2.1 已 知 f(z) 在 z=0 处 连续 ， 并且 


f(27) = f(z) _ 


lim Ls 
rr—0 由 
求证 f'(0) 存在 ， 且 f'(0) = /. 
分 析 我 们 的 目的 是 要 证 明 
加 人 全 -= 0 


它 与 所 给 极限 在 形式 上 有 相似 之 处 , 但 却 不 能 从 已 知 极限 经 过 简单 变形 (例如 插 项 
等 ) 直接 得 出 ， 因 此 需要 对 已 知 极限 有 更 深入 的 理解 . 事实 上 ， 它 列 含 下 面 一 系列 
极限 式 子 ; ， 

(2 三 子 | = 

f(z) —f(3) ee 


lim 
并 一 0 


MIS 


3 了 /元 ) =l (neZ+). 


区 

如 果 注意 到 把 这 n 个 极限 式 子 中 的 各 个 分 子 相 加 ， 就 可 得 到 f(z) - 了 (高 ), 再 令 
n 地 o0, 就 可 化 为 f(z) - 7(0) ( 因 f(z) 在 +z = 0 处 连续 ), 这 正 是 要 证 明 极限 式 (*) 
所 需要 的 .为 了 使 这 种 敬 加 得 以 实施 ， 需 要 把 n 个 极限 式 换 成 不 等 式 形式 . 


lim 
r= 0 


1.2 县 加 “ 11. 


证 明 先 证 明 f(x) 在 点 x = 0 处 的 右 导数 (0) 存在 ， 且 f1(0) = 1. 
对 Ve>0, 由 im -fe -~ 1 可知 ， 存 在 6>0, 当 0<z<5 时 ， 有 


ee ed i 
或 
Ce A a 
把 此 不 等 式 中 的 z 依次 ge 了， …， 训 (注意 它们 都 介 于 0 与 5 之 间 ), 得 


Qa)3 < fo) -1(3) <(+a5， 
a 


(1 = < f(z ) -于 元 ) < (十 < 3 
累加 上 述 不 等 式 得 


(-a(E+ +…+ 芝 ) < Ja-1( 吉 ) <C+a( 了 + 二 及) 
即 
(a0 -去 jz<yfe Z) 一 FJ) < <(L+a(1- 元 )z 


因 这 个 不 等 式 对 一 切 正 整 数 n 都 成 立 ， 所 以 可 令 n 一 oo, 得 


即 
li—e< 和 二 全 <il+e 
J 
依 极限 的 定义 得 
jm O70, 
Zz—0+ 并 
即 (0) = 1/ 


类 似 可 证 明 f(z) 在 点 x = 0 处 的 左 导数 f* (0) 存在 ， 且 f: (0)=1. 

综 上 可 知 ， f"(0) 存在 ， 且 了 "(0) = 

在 这 个 例子 的 证 明 过 程 中 ， 我 们 利用 了 全 加 的 技巧 ， 它 在 证 明 中 起 了 关键 作 
用 . 有 不 少 与 极限 相关 问题 的 证 明 要 用 倒 加 ， 其 基本 思路 是 : 

假设 我 们 已 知 某 个 变量 存在 极限 (如 lim F(z) = 1,， ,lim an = 小 ， 那么 根据 
极限 定义 ， 在 过 程 的 每 个 阶段 上 (如 0 < lz-al <57m > N) 可 以 得 到 一 系列 
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表现 变量 变化 范围 的 不 等 式 (如 1-= < F(z) < 1+s1-s<avtk < 1 +s). 
假如 这 一 系列 不 等 式 经 过 大 加 、 化 简 而 变 成 另 一 变量 在 同一 阶段 上 的 不 等 式 (如 
1 一 e<G(z)<1l+e,l 一 ee <b <1+e), 那么 我 们 也 就 证 明了 这 男 一 变量 存在 极限 
(如 lim G(x) =1, lim bn = 1). 

应 该 注意 的 是 ， lim F(z) = 1 经 过 三 加 而 演变 成 lim G(x) = 4 或 lim an =1 
经 过 登 加 而 演变 成 lim b, = /, 是 跟 F(z) 与 G(z) 及 {an} 与 {0w} 具有 某 种 特定 

例 1.2.2 (Stolz 定理 ) 

设 {zw} 为 任意 数列 ， {yn} 为 严格 单调 增加 而 趋 于 + 的 数列 ， 并 且 


Tn+l 一 Tn 
lim 一 -一 一/ 
mn oo Ynt+l — Yn 


求证 lim yg 


各 一 GO Yn 
(Stolz 定理 是 对 离散 情形 确定 二 不 定型 的 L'Hospitafe 法 则 . ) 
证 明 对 Ye > 0, 由 lim w= +oo 及 lim 22+ ?3% 1 可 知 , 存在 Ne 2+， 
-$00 nn— oO0 Yn+l ep Yn 
当 n 之 入 时 ， 有 yn>0, 且 


Tnil—7 
二 会 < nN n 


——— <l+i+e, 
Yn+l 一 Yn 


或 
([—ée)(ynti — Yn) < Zn+l 一 Zn < (L 十 <)(yn+l — Yn). 


因为 上 面 的 不 等 式 对 一 切 的 n> N (ne 2+) 都 成 立 ， 所 以 有 
(! i 0 Se Vx) < ZN+1 Tw < (! Si i) 


(! 7 Ej Ww) < TN+2 习 N+1 < (l 志 汪 0 J Pe 


(L—e)(yn — Yn-1) < Tn — Tn-1 < (Ll+e)(yn — yn-1) (n> N» 
于 是 把 上 述 不 等 式 合 加 后 ， 得 


(@ 一 E)(yn = VAN ) < Thn— Ty < (l + E)(yn i yi) (n > N), 


@ Stolz, 斯 托 尔 效 ， 1842 一 1905, 奥地利 . 
@ L'Hospital, 洛 必 达 ， 1661 一 1704, 法 国 . 


1.2 丢 加 13 . 


再 由 加 > 0 (n > NN) 可 得 


a -时 ). 


今 n 一 00, 由 yn 一 十 oo 可 得 


fim 三 0， lim 三 上山 
Lf pw a Yn 7 一 DO Yn 
从 而 有 
1 2 
= 二 一 过 /十 E 
四 和 Yn oa。 Yn 人 
由 = 的 任意 性 ， 我 们 有 
. 7 Tn 
lim—= lim—=/ 
7 Co Yn NO0 y 


即 lim 3 


Woe yn 
例 1.2.3 (Lobatchevsky@ 判别 法 ) 
设 {an} 单调 减少 趋 于 零 ， pm(m 1;2, on. ) 是 满足 不 等 式 Qn 之 2 的 项 Un 
的 最 大 下 标 ， 求 证 级 数 a 与 2 pm2 7 同时 收敛 或 同时 发 散 . 


Ww} m= 


1 1 
证 明 由 Pm 的 定义 可 知 ， 当 n < pm 时 ， vii 交 Dm 当 %n > pm 时 ， an < om’ 
于 是 对 满足 不 等 式 pm <N < Pm+1l 的 一 切 正 整数 (2 都 有 


27mm 十 1 < an < om 


令 N= pm 二 1 pm SE ss ,Pm+1 (m 3 Ed "); 则 有 


下 1 1 1 1 1 
Sr oil 人 
于 是 将 上 述 不 等 式 芭 加， 得 


1 1 
Dmtr (Pmt1 — Pm) < apmt1 + QApm+2 t+ + QApnt1 < Dm (Pmt1 — pm). 


因为 上 面 的 不 等 式 对 一 切 m (m € Z+) 都 成 立 ， 所 以 有 


1 1 
元 (2 一 D1) < api+l 十 Qpi+2 十 十 Qpa < 3 (Pp2 — p1), 


1 下 
33 (D3 一 D2) < Qapst1t+ QApzst+2 二 + 二 + aps < Fz (D3 一 p2), 


1 


1 
HT(UDm+1 所 < Opatl pat ptt < sa Pmt = Dg)s 


@ Lobatchevsky, 罗 巴 切 夫 斯 基 ， 1792 一 1856, 俄国 . 
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于 是 把 这 m 个 不 等 式 荆 加 ， 并 利用 i 


i +1l 2A+2 Dk+2 


m, Dk (名 pi1 ) pm+l mm Dk Pm+1 
下 | ak < 多 十 ( -pi) m € Zt+). 
2 2 Dm je 之 2k 2m pi) bn ) 


A 
2 站 


1 Prmt+1 pi Pm+1 
90m 下 (名 圭一 2 双 ) < ‘Spas 一 省 5 六 QW Om 于 ( i -D1). 


于 是 由 学 a 与 学 po,2" 都 是 正 项 级 数 可 知 ， 它们 的 收敛 性 与 其 部 分 和 的 有 界 性 
是 一 致 的 ， 因 此 ， 这 个 不 等 式 表明 两 个 级 数 同时 收 伍 或 同时 发 散 
例 1.2.4 设 f(z) 在 [a,+o0) 上 一 ys f(z)dz 收敛， 求证 


li f(2) = 


z++06 


证 明 对 Ve > 0, 由 jz) 在 [ao,+eo) 上 一 致 连续 可 知 ， 存 在 6 > 0, 使 得 对 
Vr',z"€ [a, 十 00), 当 |z' 一 2 <<6 时 ， 有 


—e < f(z)— f(r")<e. 
十 co 
对 上 述 的 e 和 由 / f(z)dz 收 敏 及 Cauchy 收敛 原理 可 知 ， 存 在 4 > 0， 
当 A"3 半 窟 不 时, 有 
A 
/ f(r)dz 
淹 


于 是 对 Vzx > 4, 当 te [zx,zx 十 6] 时， 有 
-ex fr) — ft) Se: 


既然 这 个 不 等 式 对 Vte [z,z 二 6] 都 成 立 ,那么 我 们 将 区 间 [z, x 十 69] 分 成 n 等 份 ， 
并 设 分 点 为 X=to< <t<…<tn=X 十 6, 则 有 


< E0， 


—e < f(z)— f(t) <e, ~e < f(z)— f(t2) <e, :…, ~Ee < f(x) ~ f(tn) <&, 
于 是 把 nn 个 不 等 式 加 起 来 再 除 以 n, 得 
=e < f(s ) = tN) < 


由 f(z) 在 [zx,z+5 上 可 积 ， 并 注意 到 上 面 的 不 等 式 对 VY n € 2Z+ 都 成 立 ， 故 令 
7m 一 oo 便 可 得 到 
r+o 
: / f(t)dt, 


也 0 
lim 一 大 dim ;fn) re 


n+00 N= 0 1 oe 


习题 1.2 .15 . 


从 而 
十 
-3/ sal se 
综 上 可 知 ， 对 Ve > 0, 存在 5>0 及 4>0, 当 z>4 时 ， 有 


[pe 


即 lim f(z) = 0. 
注 在 例 1.2.4 的 证 明 过 程 中 ， 从 不 等 式 


到 不 等 式 es 
-e<ya- 了 人/ flt)dt < =， 
也 可 对 前 一 个 不 等 式 关 于 + 从 z 到 之 十 6 积分 其 结果 是 一 样 的 . 积分 可 以 看 作 是 


一 种 “连续 求 和 和 ”*”， 因 此 也 是 徐 加 过 程 ， 有 些 问 题 的 证 明 就 是 靠 这 样 一 种 全 加 方法 
完成 的 (见习 题 1.2.13). 


习题 1.2 
1.2.1 设 {Wn} 满足 lim (Zn Tn—2) = 0， 求证 
er ht i 
九 一 co nN no0 7 


122 设 f(z) 在 (0,+o0) 上 连续 , 且 _lim_[ftz+1D) 一 fa] = 求证 ,Jim {0 =/ 
1.2.3 设 f(z) 在 (0,+eo) 上 有 定义 ， 并 在 任何 有 限 区 间 (0,6) 上 有 界 ， 且 对 Va > 0, 有 
limp [f(z + 4) — f(z)] = +o0, 


Pd 


求证 lim 


rst+oo ZX 
1.2.4 设 f(z) 满足 (0) = 0,，f(0) = 4, 求证 
i i t= 


(提示 :利用 liny 并 呈 = 了 (0) 之 定义 .) 
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1.%5 用 普 折 入 法 证 朋 ， 闭关 让 三 厅 出 天 人 
九 一 OO 7 一 CO 


nn 


1.2.6 设 f(z) 在 (0,+co) 内 有 定义 ， 并 在 每 个 有 限 区 间 (0,5) 上 有 界 ， 且 对 Vn eZ1, 有 
f(r+1)— 1(7) 


lim = 
zz 下 十 co Tn 
求证 。 im 开 呈 = 一 ,其 中 1 为 有 限 数 或 cc 
一 十 co Tn+l 9 十 工 
1.2.7 设 f(x) 在 (0,+o0) 内 有 定义 ， 并 在 每 个 有 限 区 间 (0,0) 上 有 界 ， f(z) > c > 0, 且 
ee f(z+1) 本 


Z 一 十 co f(x) 


sl 


求证 ,lim [f(z)] 夸克 


12.8 设 lim f(z)=0, 且 f(z) 一 1(3)= 二 o(z) (z 二 0), 求证 flz) = olz) (z 一 0). 
1.2.9 设 f(x) 在 [a, 十 00) (a > 0) 上 一 臻 连续 ， 求 证 ， 存在 常数 M > 0, 使 得 
If(z)| < Mz (a <+o%0). 
1.2.10 设 Flz) 在 [ao,+co) 上 有 定义 ,并 对 Vs > 0, 只 要 zz Ela,+00), 且 |z -x "|< 
就 有 
lf(z) -f(z <e (>1)， 


2 一 十 60 


.2 设 全 人 三 好 (全 三 2 用 lim ae = 1, 求证 
k=1 人 


一 co an 


(1) lim 22 一 0; (2) 2 


多 一 oo 5 江 壹 1 


(提示 : 对 Do 收敛 和 发 散 两 种 情形 分 别 考虑 . ) 


= 


十 co 
1.2.12 设 f(x) e Cla,+oeo) (a > 0)，j(z) > 0， a/ {Da 收敛 .又 已 知 


TH = 入 >1 (agzr <+o0,n=1,2...), 
Tn 


求证 : lim 二 和 Je) = 0, 其 中 总 为 f(z) 在 [zx,zk+l] 上 的 最 小 值 点 (k= 1,2:…). 
no0 大 一 1 
(提示 : 利用 积分 的 Cauchy 收敛 原理 . ) 
1.2.13 设 fz) e C(-co,+co), 且 对 Vx, yE€( 一 00, 十 00), 有 


f(232) 过 0 


求证 : 


: f tea < A 


其 中 -co <a <D < 十 co. 


了 


1.3 局 部 化 方法 


1.3 ”局 部 化 方法 


为 了 讲 清 局 部 化 方法 的 含义 和 背景 ， 让 我 们 先 简要 回顾 一 下 关于 Fourier@ 级 
数 收敛 性 的 Riemann& 局 部 化 定理 及 证 明 过 程 . 
设 f(x) 是 以 27 为 周期 并 且 逐 段 连续 的 函数 ， 它 所 对 应 的 Fourier 级 数 为 


Q0 eS 
f(r)~— + 》 (an Cosnz + bsinnz). 


el 


其 中 f(z) 的 Fourier 系数 为 


1 nT 
(0 | (weosnvadr (m=0, 2 .), 
Tr 
rf 5 
bn = i/ f(z)sinnzdz (n= 1,2,.":). 
Tt = 


利用 恒等式 
~ Sin (n 十 3) 元 


/一 一 2 一 dz= 了 
.I 2 
0 2 一 
Sin - 


进行 简单 运算 可 知 ， f(z) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 为 


ao nn 
十 》 (ak cos kz + bx sinkz) 
R= 


Sn(D) Se 
。 1 
sin (n 3): 村 


=1 | Ue td)+ f(r) 


0 2sin3 
从 而 对 任意 常数 4, 有 
1 
元 sin (n+t+=]t 
i :/ tN Wy 
TJ/o 2sin 了 


开 
= J a sin (n 十 >) dt 
7 v0 全 2 
2 


其 中 w(t) = f(z+ 引 + f(z—t) -24. 


1768 一 1830, 法 国 . 


@ Fourier, 傅立叶 ， 
1826 一 1866, 德国 . 


@ Riemann, 黎 曼 ， 


18- 第 1 章 分 析 证 明 中 的 几 种 常用 处 理 方 法 与 技巧 


Fourier 级 数 收敛 性 的 中 心间 题 是 : 对 Vz e [一 mr, 可 , 是 否 存在 A( 只 与 x 有 关 )， 
使 得 和 
4 了 sin (n 
0 2 sin 3 


1 
+3)tdt=0. (#) 


对 VY5(0<5<7), 我 们 把 (*) 式 中 的 积分 分 成 如 下 两 段 : 


术 1 
Sn(T)—A= Ee sin (n 十 5)t dt 
0 2sin 二 2 
多 


六 
总 当 2 sin (n+ dt 十 二 
TJ0 2gsin 二 
2 


tf” Bt) 
琶 人 rsin (n 


业 
十 可 )t dt 
5 2sin 一 2 
2 


在 上 式 右 端 的 第 二 个 积分 中 ， 由 于 -to 在 [6, 直 上 逐 段 连续 ， 根 据 Riemann 引 


2 sin 3 
理 ， 有 
LL p(t 

lim i 3)tdt=0, 

PO 9gini = 
于 是 (*) 式 与 , 

lim 人 A sin (n 十 3h dt=0 (**) 

”evV0 9 aii = 2 

2 


是 等 价 的 ， 又 因为 > - 一 一 在 [0, 引 上 逐 段 连续 ( 它 以 = 0 为 可 去 间断 点 ), 再 


2sin = 


一 次 应 用 Riemann 引 理 可 知 ， (**) 式 与 


lim [ 0 sin (e+ 3)tdt=0 
也 一 OO 0 


等 价 ， 于 是 我 们 就 如 下 证 明 . 

定理 1.3.1 (Riemann 局 部 化 定理 ) 

设 以 27 为 周期 的 函数 f(x) 在 [-7,7] 上 逐 段 连续 ， 则 f(x) 的 Fourier 级 数 在 
任意 点 x 处 收敛 于 4 的 充分 必要 条 件 是 : 对 V5(0<5<7), 有 


6 
w(t) 1 四 
Sin (n 十 7): dt = 0. 


lim 
n— oo 0 


Riemann 局 部 化 定理 的 意义 在 于 : 函数 f(z)( 它 应 满足 定理 中 的 条 件 ) 的 Fourier 
级 数 的 收敛 性 由 函数 4 的 局 部 性 质 ( 即 在 区 间 0 < + < 5 内 的 性 质 ) 所 决定 ， 即 
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对 v5>0(0<65<7) 皆 有 
/wt) . 上 $y) 1 
im / sin (n 一 3)t dt = Jm / sin (n 十 3): dt 


sin (n 十 =) 
8 5 
t 


如 果 记 pn(t) = , 则 上 面 的 极限 式 为 


us 6 
lim / wtpn(t)dt = lim / Vt)pn(t)dt (0<6<7), 
TO0 0 nS00 0 


而 值得 注意 的 是 , 
lim lim pn(t) = lim (n 十 5) = 十 oo, 
no00 9 


入 一 CGO 二 


Riemann 引 理 及 其 证 明 过 程 引导 我 们 如 何 去 解 决 数学 分 析 中 形 如 


lim up(z)pn(Z)dz 


也 一 DG 


一 类 极限 问题 ， 其 中 w(x) e Cla, 中 . 它 有 如 下 特点 : 
(1) 存在 唯一 的 To € (a, b), 使 得 


lim lim wn(x) = 00; 
2 一 co Z 一 Z0 


(2) 对 V6>0, 当 aa 和 xzo-6<xzo+6 和 时 ， 均 有 


00 一 0 b 
lim / V(r) pn(T) dr = lim / BrPpn (sdz = 0, 
00 Ja 也 一 OO rotd 


eg 
,lim dy = Jim a (Z)pn(Z)dz， 


因此 ， 处 理 这 类 极限 问题 ， 第 一 要 找 出 奇异 点 ; 第 二 是 恰当 地 选择 5, 然后 再 
进行 具体 计算 或 估 值 ， 有 些 情形 ， 为 了 便于 计算 或 估 值 ， 也 可 把 5 选择 为 与 有 
关 的 量 ， 即 6 = 6%, 这 个 6, 应 当 满 足以 下 两 个 要 求 : 其 一 是 当 半 一 co 时 ，5 刀 一 0 
(因为 5 必须 是 能 够 任意 小 的 ); 其 二 是 对 这 种 变化 的 6%, 必须 使 


即 


zo 一 0n 1 
lim 小 Vlr)pa(r) dr = lin | vr)en(s)dr = 0. 
7 一 oo /v 九 一 Do 


Z0 十 On 


在 进行 这 样 的 处 理 之 后 ， 便 可 进行 计算 或 估 值 了 . 
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这 里 需要 说 明 的 是 : 对 于 区 间 [o, 内 有 有 限 个 奇异 点 或 区 间 端 点 为 奇异 点 的 
情形 可 进行 类 似 的 处 理 . 我 们 把 上 述 处 理 这 类 极限 


Jim / Vr)Pn(T) dr 
的 方法 称 为 局 部 化 方法 . 
例 1.3.1 设 f(z)€ C[0,1, 求 证 


1 
i va/ e-nz? f(z)dz = vy 
九 一 OO .0 
分 析 设 on(Z) 一 Vie-nz (n = 1,2, Ce 六 则 显然 有 
lim (0) = lim Vn = 十 co， 


nn 


而 对 Yze (0,1], 有 
lim VTier-nz” =:0: 
no0 


这 说 明 z = 0 是 积分 区 间 [0,1 上 唯一 的 奇异 点 ， 并 且 不 难看 出 ， 对 Y6€ (0,1), 由 


1 ， 1 
I/ Vne "7 f(r)dr| = 9 / Vne "? dz 
6 6 


<|f(OIVne ™ (1-6) (6<Eg1) 


1 
lim Vne-"® f(x)dz 三 0 
人 一 CO 6 

从 而 


1 6 
im / Vne "z f(r)dr = lim [ Vne™"” f(x)dz. 
0 九 一 DO 0 


九 一 CO 


上 面 只 是 对 要 证 明 的 极限 做 了 定性 分 析 ， 但 这 个 极限 值 究竟 是 多 少 ? 为 了 能 够 具 
体 估算 它 ， 我 们 选择 与 有 关 的 5 = 6n, 使 得 当 n 一 co 时 ， 一 0, 且 


1 2 
lim / Vne "® f(z)dz = 0. 
n— oo0 6n 


又 因为 
1 光 Vn 5 
lim / Vne "2 jz)dz = lim fm) / ea (6 < mi < 1); 
We On 机 6n Vn 


1.3 局 部 化 方法 2 


所 以 由 积分 / -ed 收 敏 及 Cauchy 收 敏 原理 可 知 , 只 要 万 -Hoo my oa) 
0 

就 可 保证 上 式 成 立 , 于 是 5, 的 选择 便 十 分 明确 了 : 既 要 使 6 下 0 (n co) 成 立 ， 

又 要 使 Vibn -oo (n 二 00) 成 立 ， 因此， 可 选择 5% = 1 等 


1 
证 明 取 iu = 鞠 (ne Z+), 则 由 积分 中 值 定理 可 得 
1 On 1 
7 SN 和 dz 二 ND z ]; 入 i d ， 
va/ e flv)deg vif e Haart vif f(z)d2 
Gn 


1 过 
pe) ed ho | J 
0 Bn 


rm ， 二 ，。 
-ft | oatt fom) 人 et dt, 


Yn 


其 中 0< 所 < 二 


根据 f(z) 的 连续 性 ， 它 在 [0,1] 上 是 有 界 的 ， 且 ,lim f(én) = f(0), 于 是 


< Tn < 1: 


1 . 十 co 训 
im vif en"? f(z)dz = /0 / 本 二 0). 


例 1.3.2 设 f(z) e Cl0,q], 函数 pn(z) (n = 1 2 ，…) 在 人 0,q] 上 非 负 连 续 ， 且 
对 Y5e (Oohifputa)} 在 世相 一 至 收 伍 于 零 ， 又 已 知 ima 人 eolzjdz = 为 
有 限 数 ), 求证 | 

lm, pn) f(a)ar = MO) 


分 析 由 于 lim “pa(z)dz = 入 并且 {pn(z)} 在 [5,4q] 一 致 收 伊 于 零 ， 故 有 
7 一 :CO 0 


也- 一 DO 


a 
lim J (dz 
6 


6 
lim | on(Z)dz = 入 . 
0 


7 一 CO 


由 此 可 见 ，z = 0 是 奇异 点 ， 于 是 极限 值 ,lm 人 en 人 zjtz)dz 就 由 = = 0 的 任意 
小 的 局 部 [0,5] 所 确定 . 

为 了 说 明 当 六 充分 大 时 ， | ed 
找到 相应 的 N, 为 此 先 要 找到 合适 的 5 


能 够 任意 小 , 需要 对 Vs > 0 
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证 明 对 Yes > 0, 由 jz) 的 连续 性 可 知 ， 存 在 0<5<a, 当 0<z<565 时 ， 有 
[f(z) — f(0)| < e. 


对 上 述 的 5 由 非 负 函数 列 fen(z)} 在 ll dl] 上 一 致 收 售 于 零 及 lim 人 entzjdz = 
可 知 ， 存 在 N e 2+, 使 得 当 m > N 时 ， 有 


a 6 
和 / on(z) <&, | 人 omn(Z)dz 一 入 
6 0 


6 
记 M = HG Me = sup {三 vole)arj}, 则 当 n>N 时， 有 
人 .a n>1 0 


< 


人 td = MO) 


人 a 
三 wodz+ "4 EE 
6 


0 


f wa 人 zjLf(z) - FO)dz| + 


HG) ~ F(0)| fi pr ea 了 vol pf d= | 
<Me+ Miet+ Mie = (2M 十 Mo» )é, 


八 


| f 0 MO) 


/weoyoaz|+ 


八 


即 , 
lim / pn(z)f (rdz = Af (0). 
和 = 了 O06 0 


例 1.3.3 设 f(z) 在 [0,7] 上 连续 ， 并 在 点 x = 0 的 右 邻 域内 是 单调 的 ， 求 证 


i [ f(g)dz 兰 37(0). 


分 析 对 Y6 > 0, 根据 Riemann 引 理 ， 有 
lim SE = 
NTO0 6 


Tr 
由 此 可 见 z = 0 是 奇异 点 ， 所 以 只 需 证 明 
ee 
lim 1 2 f(z)dzr = Tf(0). 
WW 区 


no0 之 


注意 到 ， 对 于 固定 的 4 > 0, 有 


0  : tg 2 

Sin nz sin tt sint Tn 
lim 下 一 -一 dz 三 lim 三 二 一 人 二 = — dt = ~, 
n 一 co Jo 送 n 一 co Jo f Jo t 2 


1.3 局 部 化 方法 23 . 


再 适当 选取 6, 结论 就 不 难 证 明了 . 
证 明 对 ve>0, 由 f(z) 在 [0,rl 上 连续 可 知 ， 存在 6€(0,7), 当 0<z<56 
时 ， 有 
0g|f(z)— f(0)| <&, 


于 是 由 f(z) 在 [0,5] 内 单调 (假定 f(z) 为 单调 增加 的 ) 可 得 


4 sinnz 7 
| /ear - F700) 


人 人 J 
nd sint sint 
1/ ee pot + Oo) 


三 于 
"4 sint sint 
[A(E)-/ i 川 / a G) 


sint 


对 上 述 的 及 6 由 st dy 收敛 可 知 ， 存 在 N e Z+, 当 n> N 时 ， 有 
六 和 dl 5 

nd t 

sd ee | 并 由 (#) 式 和 积分 第 二 中 值 定理 可 得 


-ol a + alf( 0)| 
< 2eM + elf(0)| = (2M + |f(0))e, 


于 是 记 M = sp { 


省 六 从 


fe Sinn a -2 


即 
6 

lim [ DT f(z)dz = Tf(0). 
0 2 


也 一 OO 2 


再 根据 Riemann 引 理 ， 有 


™ sinnz 


lim ——— f(r)dz = 0， 
也 


从 而 ee 
lim [ 一 (zjdz 三 37(0). 


no0o 0 
注 1 如 果 在 例 1.3.3 中 将 f(z) 连续 改 为 可 积 ， 其 他 条 件 不 变 ， 则 结论 应 该 为 


人 
必 2 


no0 0 
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注 2 如 果 在 例 1.3.3 中 将 于 全 换 成 pn(z), 而 pn(z) 满足 
1) lim Ba(w dy = A 
0 aim f pr 
(2) ,lim .| wn(r)f(mds =0 (QH < 
此 时 ， 结 论 为 
lim [ pa(z)f (zds = AfF(0): 
7 一 CO 0 
可 见 ， 例 1.3.3 是 此 结论 的 特例 . 
注 3 例 1.3.1 实际 上 是 例 1.3.2 的 特例 ， 这 只 要 令 pn(z) = Vne ” 就 可 以 看 


出 ， 这 时 pn(z) 满足 : 
6 
也 人 on(Z)dz 二 3 


(2) mf pn(s) f(sdr =0; 


(3) Bn(z )>0 (n= 2 
此 时 ， 由 例 1.3.2 可 直接 得 到 


1 
lim va | en® f(z)dzr 
no0 0 


例 1.3.4 设 jz) es Cl[0,1], 求 证 


4 < 
(1 wf 


lim 


证 明 对 每 一 个 ne Zt, 令 


2)% 


(1 一 并 


i 
[ (1 — 2z2)"dz 
0 


则 pn(z) > 0, 并 对 V6€ (0,1), 由 


%n(Z) = 


de 
no00 1 
[ (1 一 zZ2)"dz 
0 


了 
-本 70) 


(zx)dz 


f(0). 


(和 过 将 委 卫 ， 


站 
o< 1/ a-zrans1 (1—62)"dz = (1- 6)(1— 6)" 


lim 
人 一 :CO 6 


f a-z )"dz=0, 


习题 1.3 


从 而 有 
6 1 
5 / (1 — xz)"dz | -ordz 
lim pn(2)dy = lim 一 一 一 一 总 im 一 -一 
“I G_aandz “fa "dz 
又 由 
6/, 62\n 
2\n 2\n 
| as dz> 人 (一 z2)nd > 5(1- 卫 | 
可 得 
1 
| Qs)"de 2\n 2 
6 (1—0°)"(1—56) 2(1—0)/4—460°\n" 
- a x2)nd ~ ss Ce 7 
1 = 2 4 
从 而 ， 
1 


lim on(Z)dz = im = "0: 


no0 
2 人 (1 — x2)"dz 


根据 上 述 已 证 得 的 结论 及 例 1.3.2 的 结论 可 得 


dim, . pn(T)f (2)dz = f(0). 


习题 1.3 
1.3.1 设 f(x) 严格 单调 ， 且 当 ze [0,1 时 ， 有 0< 了 (zx) 和 1 求证 
]i “人 < 0. 
Jim / f(z)" dz 
1.3.2 证 明 下 列 极限 成 立 : 


T 


a 


(1) lim / sin™ zdz = 0; (2) lim cos” zdz = 0. 
0 


no0 7 一 co /0 


1.3.3 设 fz) es C[0,1], 求 证 lim 三 nr"f(r)dzr = f(1). 
1.3.4 设 f(z) e C[ 一 1,1], 求证 : 
(1) lim_ "f。 "lrl f(r)dr = 2f(0); 


(3) 车 1(0) = 0 (0) 存在 , 则 lim 人 ee az= (0) 


,25 . 


= 
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1.3.5 设 flz) e CI0,1], 求证 lim /sae = a 
0 


1.3.6 设 f(r) € C[-a,a] (a > 0), 求 证 lim .ss ———— f(t)dt = xf(0). 


se 
1.3.7 设 f(x) 为 [0,1 上 的 单调 函数 ， 求 证 : 

1 1 
1) 1i inmn2z2dz = 0; 2) 1i 2z2dz = 0. 
(1) om 人 f(z)sinn rz dz (2) sm / f(z)cosn’ rz dz 三 0 


1.3.8 设 f(z) 是 [0,a] 上 的 单调 连续 函数 ， 求 证 : 

(1) wm VX f(x)sin Xz2dz = BV B00) 

2) im 从/ f(z) cos Xzzdz = B20) 

1.3.9 设 f(z) 为 [0,a] 上 的 单调 有 界 函 数 ， 求 证 
sin nz 


jn 一 一 六/(z)dz = 3f(0*). 


0 2sin 3 
1.3.10 设 f(z) € C[0,+eo), 且 对 V4 > 0, 积分 三 fe) a 收敛 ， 求 证 
A 
[a fn? ee 
0 工 a 
(此 积分 称 为 Froullan 迎 积分 . 提示 : 先 考虑 fen) ~ foes) dz, 再 令 6 一 0+, A 一 00.) 


1.3.11 设 jz) s C[0,+co)，9(z) 在 [0, 上 ] 上 是 单调 的 , 并 且 对 Y 4 > 0， a Te 
收敛 ， 求 证 


lim 人 二 jz 9g(Z)dz := f(0)g(0+) In 2 (0<a<5b). 


九 一 OO 


1.3.12 利用 上 题 计算 下 列 极限 : 
Ll -ng 一 27m2 过 > nT 疼 
(1) lim 2 一” cosnzdzi (2) im / OU CO 
mn 一 co Jo 党 有 一 cc Jo Tr 


1.4 ”借助 辅助 函数 


借助 辅助 函数 来 完成 命题 的 证 明 ， 在 数学 分 析 中 是 经 常见 到 的 . 构造 辅助 数 
需要 对 具体 的 问题 做 具体 的 分 析 , 但 常见 的 有 两 类 : 一 是 把 辅助 函数 作为 从 特殊 到 
一 般 的 过 渡 工 具 ， 比 如 ， 在 Rolle2 定理 基础 上 , 证 明 Lagrange? 定理 和 Cauchy 定 

@ Froullani, 伏 溉 兰 尼 


@ Rolle, 罗 尔 ， 1652 一 1719, 法 国 . 
@ Lagrange, 拉 格 朗 日 ， 1736 一 1813, 法 国 . 


1.4 借助 辅助 函数 :hs 


理 时 就 是 借助 辅助 函数 来 完成 的 ， 另 一 类 是 把 要 求证 的 命题 结论 中 表达 式 的 某 个 
参数 视 为 变量 ， 得 到 一 个 函数 ， 即 辅助 函数 ， 通 过 对 这 个 函数 的 研究 ， 使 命题 得 以 
证 明 . 

例 1.4.1 设 f(z) 在 [ao 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 微 ， 并 且 是 非 线性 函数 ， 求 
证 : 存在 一 点 ce [a,0], 使 


ol> O79| 


分 析 所 要 证 明 的 结论 实际 上 包含 以 下 两 种 情形 ， 当 f(a) < f(b) 时 ， 存 在 
cl € (a,b), 使 » 
f'(a1) > 把 )— fe 

当 f(a) > f(b) 时 ， 存 在 ce (a,0), 使 


7 加 一 fo 


je) < 一 


这 两 种 情形 联合 起 来 就 是 ， 存 在 ce (4, 及 , 满足 
ol> | 起 = 和 | 


我 们 可 先 考虑 f(a) = f(b) 这 一 特例 ， 即 下 面 的 

辅助 命题 如 果 f(x) 在 [oj 上 连续 ， 在 (ob 内 可 导 ， f(a) = Jo) =0 且 
f(z) 关 0, 则 存在 ci, co es (Di), 使 ci) > 0 六 co) < 0. 

事实 上 ， 由 f(x) 关 0 可 知 ， 存 在 zo € (a,b), 使 f(zo) 关 0, 不 妨 设 jzo) > 0. 
由 f(z) 在 [azo] 及 [zo, 上 分 别 满足 Lagrange 定理 条 件 可 知 ， 存 在 cl € (a,zo) 
及 cz € (x0,0b), 使 得 


OC 1 


2Z0 一 Q 六 一 Z0 

为 了 证 明 例 1.4.1, 我 们 设想 构造 一 个 辅助 函数 p(z), 使 它 满足 辅助 命题 条 件 ， 
并 且 其 导数 应 当 等 于 lz) -了 中 一 了 四 .这 个 函数 还 是 不 难 想 出 的 . 

证 明 作 辅 助 函 数 


f (a1) = 


f(b) — f(a) 
b—a 


则 yp(z) 在 [wo 上 满足 辅助 命题 的 一 切 条 件 ， 且 


(z 一 9)， 
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从 而 存在 ci, c2 € (ab), 使 w'(ci) > 0, w'(cz) < 0, 即 


p> O10, py O10 
由 此 可 知 ， 存 在 ce (a,5)( 其 中 c=c 或 c= c2), 使 


fl> = 
例 1.4.2 设 f(z) 在 (a,b) 上 二 次 可 微 ， 且 存在 &€ (a,b), 使 1"(&) 关 0, 求 证 : 
存在 x1,， zz E (oa 四, 使 


TXT1— ZX» 


分 析 先 考 虑 f'(&) = 0 的 特殊 情形 ， 即 下 面 的 

辅助 命题 如 果 f(x) 在 (ab) 内 二 次 可 微 ， 且 存在 一 点 Se (a,b), 使 得 f"(&) = 
0, 了 "(8) 关 0, 则 存在 zi za € (a,0), 使 Fzi) = f(z2). 

事实 上 ， 不 妨 假定 1”(&) > 0, 并 由 万 6) = 0 可 知 ，& 是 f(z) 的 极 小 值 点 ， 于 
是 存在 ou € (a,é&), bi € (&,0), 使 得 f(a1) > f(8), f(01) > f(8). 

若 f(a1) = f(b1), 则 点 ai 与 即 为 所 求 的 zi，z2; 若 f(ai1) 关 f(b1), 不 妨 假设 
f(a1) < f(b1), 则 由 连续 函数 的 介 值 性 定理 可 知 , 存在 zz < (&,b1), 使 f(z2) = f(ai)， 
此 时 记 zl = ai, 即 可 得 到 f(z1) = f(zx2). 

为 了 证 明 例 1.4.2, 需 回 到 一 般 情形 : ”f"'(&) 和 0, 我 们 可 以 构造 一 个 辅助 函数 
o(z), 使 得 p(x) 满足 辅助 命题 的 条 件 ， 即 w (6) = 0, yp"(&) 关 0. 因此 ， 只 要 作 一 个 
f(z) 与 线性 函数 /6z +C 之 差 即 可 ， 即 设 w(z) = f(z) 一 了 (6x 一 C. 

证 明 作 辅 助 函 数 


oz) = jz) 一 大 67z (a<zr<db), 
则 2(z) 在 (ob 内 二 次 可 微 ， 且 
2 (8 =f(0) -7(8)=0, ¢"(6)= "(8 #0, 
故 根据 辅助 命题 可 知 ， 存 在 zi, za € (a,05), 使 得 p(x1) = 2(z2), 即 
f(z1) 一 (6zl = f(z2) — f'(€) 2. 
从 而 有 
fe) — Flr) 


Z1 一 2 


三 (9) 


1.4 借助 辅助 函数 ' 29. 


例 1.4.3 设 f(z) 在 [a, 可 上 单调 增加 , 求证 : 对 任何 满足 条 件 和 > 一 了 中 
的 常数 和 ,存在 € | 使 得 


并 且 f(x) 在 点 xz = & 处 是 右 连 续 的 . 
分 析 为 了 能 够 建立 恰当 的 辅助 命题 ， 我 们 先 来 分 析 一 下 本 结论 所 代表 的 几何 
意义 ， 为 此 先 把 要 证 明 的 等 式 变形 为 


atb), f(a) + f(b) 
f() =A(£- oo) + 


2 
ne 人 
其 斜率 为 全 一 了 四 .因此 ,从 几何 意义 上 看 , 本 题 实际 上 就 是 要 证 明 , 过 弦 MM 
的 中 点 有 斜率 天 全 下 Mi Ms 侍 率 的 直线 
ao 人 NO 二 
WM 


2 

一 定 与 曲线 y = f(x)( 不 一 定 连续 ) 相交 . 

不 难看 出 ， 这 里 的 点 Mi = (a, f(a)) 一 定 在 工 的 上 方 点 M2 = (b, f(b)) 则 在 
L 的 下 方 . 这 两 点 是 十 分 重要 的 . 

有 了 上 述 的 几何 直观 解释 ， 作 为 特例 情形 的 辅助 命题 也 就 不 难 找 到 了 .实际 
上 ,我 们 可 以 把 直线 工 取 为 y = z, 而 点 Mi 在 LL 上方 与 , 在 工 下 方 可 转化 为 
a < f(a) < f(b) < 5b. 在 这 种 假定 下 ， 我 们 来 证 明 曲线 y = f(z) 与 相交. 这 就 是 

辅助 命题 es f(z) 在 [ob 上 单调 增加 ， 并 且 a < us ) < f(b) < 5b, 则 存在 

E [a,0], 使 f(&) = 和 ,并且 f(z) 在 点 z=& 处 是 右 连 续 的 . 

事实 上 ， a {Z|ze lag, 且 xz < f(z)}), 则 显然 有 有 aE EB,b4E, 即 马 为 
有 界 非 空 集合 ， 故 由 确 界 存在 定理 可 知 ， 存 在 &, 使 得 € = sup 五. 

下 证 f(6) = 6, 并且 f(z) 在 点 x = 处 右 连 续 . 

对 Vz EE, 有 Zz<&gb, 故 由 马 的 定义 及 f(z) 的 单调 性 ， 得 


2Z < f(r) < f(8). 


这 说 明 f(&) 是 已 的 一 个 上 界 ， 从 而 5 入 f(&), 5 € 五. 利用 f(z) 的 单调 性 便 可 得 
FS 入 f(f(&)), 由 此 可 知 f(6) E 五 , 故 f(&) 为 已 的 上 确 界 ， 从 而 /6) = 6 
对 YVze(ci 由 上 =sup 瑟 及 jz) 在 [ao 上 单调 增加 可 得 


6= 710 < /0) < 


(a<zr<b) 
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于 是 根据 两 边 夹 原理 可 知 ， “lim, f(z) 存在 , 且 
lim, f(z) = f(&), 


TE+ 

即 f(z) 在 点 z =& 处 是 右 连续 的 . 
为 了 完成 例 1.4.3 的 证 明 , 我 们 构造 辅助 函数 p(x), 使 它 满足 辅助 命题 的 条 件 ， 

从 而 有 P(5) = £. 由 于 我 们 要 证 明 的 结论 可 以 表示 为 
2 FO- oatb_ 


2 和 2 和 
因此 ， 辅 助 函 数 wp(z) 很 自然 地 产生 了 . 
证 明 作 辅 助 函数 
i 


则 显然 pz) 是 单调 增加 的 ， 且 由 和 > + 中 一 > 0 可 得 


f(a)— f(2) b—a a+b 
有 
FO ba tb 
"0 
故 p(z) 满足 辅助 命题 的 一 切 条 件 ， 于 是 存在 5e lw, 路 使 p(8) =&, 即 
/0) 1 二 1 
和 
并 由 p(z) 在 点 x = & 处 右 连 续 以 及 p(z) 的 构成 易 推 得 f(z) 在 点 z = 上 也 右 连续 
例 1.4.4 设 f(z) 在 [a, 可 上 连续 且 单 调 增加 ， 求 证 
b b 
| st > | Pid 
分 析 观察 本 题 的 条 件 与 结论 ， 我 们 不 难 发 现 这 一 事实 : 该 结论 对 于 参数 a,b 
几乎 没有 什么 限制 ， 由 此 可 断定 该 结论 对 任何 的 s, t (a < s < + < 4b) 也 成 立 ， 即 


t t 
/rndz> |/ f(z)dw: 


因此 我 们 有 理由 把 a,b 看 成 变量 来 考虑 ， 比 如 对 固定 的 a, 把 b 看 成 变量 并 用 t 代 
蔡 ， 于 是 得 到 函数 
w(t) = 上 2Zjf(z)dz 一 “人 flw)ds (& et 


a 


而 要 证 的 结论 则 变 为 p(t) > 0. 注意 到 这 是 一 个 函数 不 等 式 ， 我 们 可 以 充分 利用 微 


= 


习题 1.4 1 


分 学 或 积分 学 中 有 关 刻 画 函 数 性 质 的 一 些 知 识 证 明 它 . 
证 明 作 辅 助 函 数 


a++t 


的 = f zf [sas 科 交 主攻 户 


则 由 f(z) s Cla,] 可 知 ， p(t) €E C'[a,0], 且 由 f(x) 的 单调 增加 可 得 


2 


=3/ jlbdz — 3/ f(z)d =3/ f(t) ~ f(z)ldz > 


从 而 p(t) 在 [a,9] 上 是 单调 增加 的 . 由 此 可 知 ， 对 Yte ao, 外 有 


vO = -3 te) 0 = OE- -3 . flzjdz 


p(t) > pla) = 0. 


特别 地 ， yp(5) > yp(a) = 0, 由 此 即 得 本 题 结论 


习题 1.4 
1.4.1 设 f(z) 在 [oa 如 上 可 导 , 且 (a) < f' (0), 求证 对 任意 满足 万 (o) <A< f(b) 
的 实数 几 存在 上 e (a,5), 使 f(&) = 
1.4.2 设 f(z) 在 [a,b] 上 二 次 可 微 ， 求 证 ， 存在 上 e (a,b), 使 
a+b 


(0) = wy (0 -2 (7) + 70)]. 


1.4.3 设 f(z) 与 gz) 在 (a,b) 内 可 微 ，g(z) 关 0, 且 
gz) | _ 
f(z) gz 


求证 :存在 常数 c, 使 f(x) = cg(x). 
1.4.4 设 jz) 在 (-co,+co) 上 可 微 , 且 f(z) 十 (zx) > 0, 求 证 f(z) 在 (-co, +co) 上 最 
多 有 一 个 零点 . 
1.4.5 设 f(z) 与 g(z) 在 (-co, 上 +oo) 上 具有 连续 导数 ， 并 且 
f(z) g(x) 
f'(z) yg'(z) 
求证 在 f(z) 的 两 个 零点 之 间 必 有 g(z) 的 一 个 零点 . 
1.4.6 设 flz) e Cl[0,2a], 且 f(0) = f(2a), 求证 存在 & € [0,a], 使 得 f(€ 十 a) = f(&). 


? 
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1.4.7 设 f(x) € Rla,0], 且 f(x) >0(a<<zx<0b), 求 证 存在 &€ [a,0], 使 


f(z)dz = 让 f(r)dz. 


ab 
1.4.8 设 f(z) e C(0, +oo), 且 对 任意 两 个 正 数 a, 5, 积分 / f(z)dz 的 值 与 a 无 关 ， 求 
证 ， 存 在 常数 c, 使 得 f(z) = (0 < z < +o0). 
1.4.9 设 f(z) 与 g(z) 均 在 (一 co, 二 co) 上 可 微 ， 9 (z) 天 0, 并且 


im f(z)= A lim f(z)= 4, lim g(7)=B, lim g(r)=B 


ge 站 
(提示 : 先 考 虑 A1 = 42 的 情形 . ) 
1.4.10 设 f(z) 在 (-co,+eco) 上 二 次 可 微 , 且 f”(z) > 0, 求证 : 对 Va<b<c 有 
f0)— fo) fFO- fo) 


b—a C 一 Q 


1.4.11 设 f(z) 在 (一 co,+co) 上 可 微 ， 求 证 : 存在 数列 {zn}, 使 得 lim zn = +co, 且 
f(zn)= jzn)tan7n (n=1,2,...). 
1.4.12 设 f(z) 在 (a, 十 oo) 上 连续 且 有 界 ， 求 证 : 对 YT > 0, 存在 由 (a, 十 oo) 中 的 点 构 
成 的 数列 {zn), 使 得 lim zn = +oo, 且 
im [f(zn + T)— f(zn)] = 


(提示 : 研究 函数 p(z) = f(z 十 T) 一 f(z) 在 (a, 十 00) 内 的 符号 变化 情况 . ) 


1.5 ”离散 型 问题 与 连续 型 问题 的 相互 转换 


数列 是 定义 在 自然 数 集合 上 的 函数 , 我 们 称 之 为 离散 型 变量 , 它 与 定义 在 区 间 
上 的 连续 型 函数 或 连续 型 变量 既 有 差异 ,又 有 密切 联系 , 研究 连续 型 变量 的 问题 可 
以 运用 微分 学 和 积分 学 等 工具 进行 处 理 . 因此 , 常常 把 离散 型 问题 转化 为 连续 型 问 
题 进行 研究 ， 另 一 方面 ， 离 散 型 问题 形式 简单 ， 便 于 推 证 ， 有 许多 连续 型 问题 所 不 
具备 的 优越 性 ， 所 以 有 些 连续 型 问题 又 需要 转换 为 离散 型 问题 进行 处 理 . 

在 数学 分 析 中 ,数列 与 函数 之 间 、 求 和 与 积分 之 间 以 及 离散 型 不 等 式 与 连续 型 
so se 
转换 的 途径 有 的 是 直接 进行 变量 替换 ， 例如 把 ”或 = 换 成 x, 或 通过 [z] 来 研究 
连续 型 ， 有 的 是 思路 和 方法 的 相互 “移植 ”， 例 如 在 研究 离散 型 问题 时 ， 可 以 先 找 
出 在 形式 上 与 之 对 应 的 连续 型 问题 , 假如 我 们 有 解决 这 个 连续 型 问题 的 办 法 , 就 可 
以 把 这 种 解法 和 思路 “移植 ”到 离散 型 问题 那里 ， 反 过 来 也 一 样 . 

Q@ [z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 ， 并 将 xz - [z] 记 为 (7). 如 [1.6] = 1，(1.8) = 1.8 一 [1.8] = 0.8. 


1.5 离散 型 问题 与 连续 型 问题 的 相互 转换 .33 . 


例 1.5.1 设 等 差 数列 {an} 与 等 比 数列 {5,} 满足 ，ao = 如 > 0, av =bw > 0， 
求证 了 二 > 
分 析 显然 只 需 证 明 an > pn (n=1,2,..……,N—1). 
的 


4g = (之 ) ,从 而 有 


nN 


an=a+nd, bn=ag” (n=0,1,2,...,N). 


直接 证 明 a,, > 如 有 一 定 困难 ， OA nn 换 成 连续 变量 zx, 考虑 函 
数 f(z) = atdz 及 g(x) = ag”, 由 已 知 条 件 可 知 , f(0) = g(0)=a, f(N)=g(N)=L. 
这 样 问 题 就 转化 为 证 明 对 任意 的 x (0 < x < N), 有 页 四 > g(7) 或 f(z) 一 g(xz) > 0， 
而 证 明 这 个 函数 不 等 式 可 利用 微分 学 的 知识 . 

证 明 设 {an} 的 公差 为 d,{bn} 的 公 比 为 q9, 则 由 ao==bo=a,an=bn=b>0 
可 得 


av 一 ao bn—bo 二 Eb 方 
d= = = (二 ) > 0. 


作 函 数 
f(z)=a0+dz, g(z)=bog” (0<z < WN), 
则 f(0) = g(0), f(N) = g(N), 且 对 Vze (0,N), 由 bo >0 可 得 
jz)=d g(x)=bog lng, g(x)= bog’ In?g>0, 


从 而 g'(z) 在 [0,N] 上 严格 单调 增加 , 并 由 Lagrange 中 值 定理 可 知 , 存在 5e (0, N)， 
使 得 
g(N)—g9(0) _ by— bo 


| A i 


由 上 式 可 知 ， 当 0<z 和 时， 有 9(z) < g'(&) = f(x), 且 由 f(0) = g(0) 可 得 
f(z) — g(x) = [f(z) — g(x)] ~— [f(0) 一 9(0)] 
=[f'(m)-g(mz>0 (0<m<zr<é); 
当 &<xw<N 时， 有 g(x) > g'(#) = 了 (zx), 且 由 f(N) = g(N) 可 得 
f(x) — g(x) = [f(x) 一 gz)] — [f(N) — g(N)] 
=[f'(m)— g(r- N)>0 (£<m<zr<N). 


综 上 可 知 ， 当 zx € (0, N) 时 ， 有 f(x) > g(7), 所 以 


n= Fn) on) by (Key NE) 
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N N 
从 而 由 Q0 二 bo, aN 二 bn 可 得 所 > 2 bn. 
n=0 n=0 
例 1.5.2 已 知 级 数 Cn 发 散 ， 且 aj, > 0, sn = ax (n= 1, 2,…), 求 证 : 
ds 
i 


当 p>1 时 ， 级 数 二 全 收敛 . 
证 明 设 f(z) = 和 - (0 <z < +eo), 则 由 p-1>0 及 an>0 可 得 


1 
lim sn = 十 co， im Flan) = Jim p71 =0; 
人 一 OO 了 一 OO 8 


从 而 i 
im lf sr) Ee f(sx—1)] 3 ,lim [f(sn) wR f(s1)] = f(a 
即 级 数 沁 [f(sx) -f(se-1)] 收 全 
另 一 方面 ， 对 Vn e Zt+, 由 Lagrange 中 值 定理 可 知 ， 存 在 6 € (sn-1, sn), 使 


f(sn) F(a) Sn 一 Sn—l Qn Qn 
ee 人 = (n> 1), 


从 而 由 比较 判别 法 可 知 ， 级 数 二 名 收 全 
例 1.5.3 设 f(z) 以 T(T 0) 为 周期 ， 且 f(z) e RIO,7], 求证 


lim F100 -到 sO 


分 析 因为 f(z) 以 T(T >0) 为 周期 所 以 对 va>0 及 vneZt, 有 


人 FE) d= fs dz, [fsa =%n 人 f(z)dz 


于 是 当 xz 只 取 ?7 这 样 的 实数 时 ， 由 上 式 可 得 


slim 2 f(t) dt = lim a 了 ua f(t)at: 


7 一 co nN 0 
现在 的 问题 是 如 何 把 这 个 结果 推广 到 一 般 的 实数 > 上 去 .我 们 注意 到 当 x 取 
任意 实数 时 ， 总 存在 自然 数 n 满足 wT < 7 < (n+ DT. 实际 上 这 个 n 就 是 | 元 |， 
于 是 我 们 就 把 变量 * 转换 为 离散 变量 ” 了. 
证 明 对 Yz > 0, 存在 非 负 整数 nz 及 rz s [0,7), 使 得 


nz 一 [于 |， es i 


1.5 离散 型 问题 与 连续 型 问题 的 相互 转换 35. 


于 是 由 f(z) 的 周期 性 可 得 
sh f(t) dt = sh “at+t 和 
= 宇 [ /0 )dt 二 + 一 2/ FE 


又 因为 
| fa < 人 oa < /oldt 
所 以 有 
im 2 f(t)dt=0, 
从 而 


A 
人 秽语 eh 
Rs z 本 J n = Tmz 十 7z 站 f= T /| To 


从 以 上 3 个 例子 可 以 看 出 ， 用 连续 型 变量 处 理 离 散 型 问题 和 用 离散 型 变量 处 

理 连续 型 问题 在 分 析 证 明 中 所 起 的 作用 . 它 从 一 个 方面 展示 了 离散 型 问题 与 连续 
型 问题 的 相互 转换 . 这 种 转换 还 体现 在 另 一 个 方面 , 就 是 思路 和 方法 上 的 相互 渗透 
和 相互 “移植 >， 尤其 是 在 无 穷 级 数 和 无 穷 积 分 这 两 者 的 收敛 性 问题 上 读者 可 能 
已 经 发 现 无 穷 级 数 与 无 穷 积 分 之 间 不 仅 有 许多 概念 相似 ， 而 且 有 许多 公式 和 命题 
的 形式 、 证 明 思 路 和 处 理 方法 都 是 很 相似 的 . 例如， 微分 dy 与 差分 Aa 之 间 ， 
Abel 变换 

2 QkABr_1 = anBn, — i 

k=1 k=1 


b b 
/ udv = uv|e 一 vdu 
a a 


之 间 ， 命 题 “车 {aw} 单调 且 学 a 收 剑 ， 则 ,inan = 0 ”与 命题 “ 若 f(z) 间 


与 分 部 积分 公式 


十 oo 
调 且 f(z)dz 收敛 , 则 lim zf(z) = 0” 之 间 ， 等 等 . 这 样 的 例子 举 不 胜 兴 


如 果 我 们 掌握 了 这 种 < 移植 就 可 以 把 离散 型 问题 中 的 一 些 结论 灵活 地 “ 移 
植 ” 到 连续 型 问题 中 来 ， 同 样 也 可 以 把 连续 型 问题 中 的 一 些 结论 0 到 离散 型 
问题 中 去 . 

例 1.5.4 设 {an} 单调 减少 趋 于 零 ， 且 


bn=an—2anrit+ant2>20 (n=1,2,..…), 


求证 级 数 bp nbn 收敛. 
n=1 


- 36. 第 1 章 分 析 证 明 中 的 几 种 常用 处 理 方法 与 技巧 


分 析 题 设 中 的 {5%} 实际 上 就 是 {a%} 的 二 阶 差 分 ， 即 


2 
bn, > (an+2 an+1) (Qn+1 an) = Adan+l 2 Aan 一 人 Qn 之 0， 


于 是 所 求证 的 是 > nA 收 伍 . 
这 个 问题 所 对 应 的 积分 形式 应 该 是 : 
设 函 数 f(z) 在 (a,+eco) 上 单调 减少 ， 且 
f"(z) >0， lm f(z)= 


一 十 5 


十 co 
求证 让 zf"(z)dz 收敛 ， 


该 命题 用 积分 方法 很 容易 证 得 . 事实 上 , 由 jz) > 0 及 f(z) 单调 减少 可 知 ， 
f(z) 单调 增加 且 fr(z) < 0, 又 由 _lim_f(z) = 0 可 得 


十 co 十 co 
) Hejdz= ji| ”= ,lim yo- 7 = -fa 


Q 


从 而 ,lim_zf'(z) = 0, 并 利用 分 部 积分 公式 可 得 
十 co 十 cc 十 co 
foal /FOat= -era+ya 


十 ce 
即 人 zf"(z) dz 收敛 

把 上 面 的 证 法 移植 到 级 数 中 去 ， 就 能 得 到 例 1.5.4 的 证 明 结果 . 

证 明 由 一 (an+2 一 an+1) 一 (an+1 二 ;站 岂 六 生 Aanti 一 Aan 二 六 Un 之 0 及 {an} 
单调 减少 可 知 ， Aaw 单调 增加 且 Aa < 0, 又 由 ,lim on = 0 可 知 ， 级 数 并 An 
收敛 于 -al, 于 是 lim nAan = 0, 并 由 Abel 变换 公式 可 得 


nn n—l 
DkA?ar =n(Aanti — Mai) — 3 (Aarti — Aai) 
k= 天 一 二 
也 一 
=NnAant1 — nAai — ,Aartrit+ (nm1)Aal 
此 二 二 


二 (n 十 1)Aant1 SE Aant+l (Qn+1 a2) AMail y Oy (n = co )， 


即 二 win = a > nA?2a, 收敛 . 


多 三 于 


例 1.5. 5 设 {an} 单调 减少 且 an > 0 (n 一 2") 求证 : 若 存 在 入 E [0, 1)， 
使 得 


Dn gon 
lim 


九 一 OO Qan 


= 


1.5 离散 型 问题 与 连续 型 问题 的 相互 转换 -37 . 


则 Qn 收敛 . 


分 析 先 把 这 个 命题 转换 成 积分 形式 ， 得 到 下 面 的 命题 : 
设 f(z) 单调 减少 ， 且 f(z) > 0 (a < x < +eo), 若 存在 Ae [0,1), 使 得 


lim 2 ) 
i Eh f(z) 


则 对 Ya e (0,+co), 积 站 了 f(z)dz 收敛 . 
为 了 证 明 这 个 命题 ， 我 们 估计 其 有 穷 上 限 的 积分 ,根据 换 元 公式 可 得 


’ log2 A 
小 f(z)dz = / 2t ln 2f(2t)dt, 
a log2 a 


于 是 由 ,In 2) = 可知 ， 当 充分 大 时 ， 有 
i 
Fz) < 这 (AE) 


不 妨 假定 对 一 切 > > a, 不 等 式 
2°f(2°) < Nf(7) 
成 立 ， 于 是 对 V 4 e (a,+co), 有 


A log2 A a A 
/ 着 (CQ 二 m2/ Mf(t)dt<A m2/ f(t)dt+A1 m2/ f(t)dt, 
a log2 a log2 a a 


即 有 
(1 = Alihn a) f(z)dr < 和 li m2f f(r)dz 


log2 a 


注意 不 等 式 右 端 是 固定 正 数 ， 且 和 In2 < 1 所 以 | f(z)dz 关于 4 是 上 方 有 界 ， 


从 而 积分 Pi, z)dz 收 化. 


根据 上 面 的 证 明 方法 ， 我 们 可 以 得 到 证 明 例 1.5.5 的 基本 思路 ; 
先 把 部 分 和 > ak 设法 变 成 以 2*a2* 为 项 的 部 分 和 (可 以 放大 求 和 的 上 限 数 )， 
=1 


然后 根据 已 知 极限 导出 的 不 等 式 ， 再 换 回 以 ax 为 一 般 项 的 部 分 和 ， 由 此 证 明 部 分 
和 有 上 界 . 
一 = 入 <1 可 知 ， 当 nn 充分 大 时 ， 有 


n+oo an 


on < AiO (A1 < 了 
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为 叙述 方便 ， 不 妨 假 定 对 Vn e 2 , 不等式 2"az。 < 和 ian 成 立 ， 于 是 


n 


ee 
Dar < 2 ak 
Esl1 


大 一 1 
二 Q1 十 (a2 二 a3) 十 (a4 十 … 十 47) 十 (a8 十 … 十 Q15) 十 '… 十 Q2n 
al 二 2a2 十 4a4 十 8ag 十 … 十 27a2n 
n 


n 
二 Ql 十 5) 2 a < al 十 和 1 > ar: 
k=t NE 


由 上 式 可 知 ， 对 Vme2Z+, 有 


ak < 妾 和 寸 09 
大 三 1 1 < 入 1 


从 而 on 收敛 . 


n=1 
习题 1.5 


1.5.1 设 数列 {a} 满足 ， 存 在 m e Z+, 使 得 对 Yne Z+, 有 an+m = an 求证 


m 


1 
lim 一 > ak 三 一 2 ak. 
人 Foo TE Mh=1 


1.5.2 设 f(z) 在 任意 有 限 区 间 [0, 上 可 积 ， 且 ,lim f(z) = 求证 


1 I 
im 一 db tb 
lim 人 f(t)dt 


zZ 一 十 co T 


1.5.3 设 Sn > 0) 收敛 ， mn = Db 求证 ， 当 p < 1 时 ,级 数 Eb 
n=1 = 


n=1 rh 


收敛 . 
1.5.4 从 已 知 极限 lim (1+) =。 出 发 ,导出 i (+2) =e 
1.5.5 从 已 知 极限 lim Wn 二 1 出发, 导出 lim zz 三 | 
1.5.6 设 {an} 单调 减少 且 ae > 0 (n = 1,2,…)，lim 也 = 入 (m 为 某 正 整 数 ), 求 
证 ， 当 A < 过 时 ， 级 数 二 mm 收敛 
1.5.7 设 f(z) 在 任意 有 限 区 间 [a,b] (a > 0) 上 可 积 ， yp'(zx) 在 [a,b] 上 连续 ， 且 


fa > 0 eg)> mV >0 im, NFS) 一 人 


十 co 十 co 
求证 ， 当 入 < 工时 ， 积 分 小 jz)dz 收敛 ， 当 入 > 1 时 ， 积 分 1 f(z)dz 发 散 . 
由 此 给 出 一 个 判别 级 数 缮 naws 收敛 的 充分 性 条 件 ， 并 加 以 证 明 . 


N=1 


1.6 < 逼迫 方法 "9 


1.5.8 求 下 列 极限 : 
1 一 Sin 一 工 
加 一 一 @) im [7()] ”GO = 7(0) =0). 
Sin 一 
nn 


1.5.9 求证 对 Yn e Z+, 有 不 等 式 


mh 号 n 
VE< < VVE<ni. 
k=1 


k=1 


LI 


1 
(提示 ， 考察 积分 / Eas) 
0 
1.5.10 求证 : 对 Vn e Z+, 有 不 等 式 


1 2k+1 <lnn 
2 EE+1) 


1.5.11 设 f(z) 在 (--o00, 十 00) 上 单调 ， 且 满足 : 对 于 Vzx,y€( 一 00, 十 oo), 有 


f(z +y) = f(r) + f(y). 


求证 : ” 
(1) fl(nz)=nf(z) (Vne2); (2) f(2)==f(2) (Vnez, nz0); 
(3) f(rz)=7f(z) (Vr € Q); (4) f(z) 在 zx = 0 处 连续 ; 
(5) f(z) 在 (一 co, +co) 上 连续 ; (6) f(z) = f(1)z. 


1.6 ee 逼迫 方法 


在 很 多 情形 下 , 直接 证 明 两 个 数 a 与 5 相等 是 困难 的 , 我 们 常常 采取 这 样 的 办 
法 ， 即 证 明 对 任意 s > 0, 恒 有 |a 一 0| <e, 或 者 a 一 2 <b<a+t+e, 那 么 由 :的 任意 
性 就 可 以 断言 a = b. 类 似 地 ， 为 了 证 明 a < b, 只 要 证 明 对 Ve >0, 恒 有 a<<b+e 
或 >a 一 e 就 可 以 了 .我 们 把 这 种 证 明 方 法 叫 作 8 通 迫 方法 ， 它 也 是 数学 分 析 中 
最 基本 和 最 常见 的 方法 . 用 这 种 方法 证 明 两 数 a 与 b 相等 或 不 等 时 ， 常 常 伴随 某 
个 极限 过 程 ， s 是 与 过 程 有 关 的 晤 ， 而 a 与 5 则 与 极限 过 程 无 关 ， 它 们 可 以 是 极 
限 值 、 确 界 等 . 

例 1.6.1 设 f(z) 与 g(z) 是 定义 在 [a, 中 上 的 有 界 函 数 ， 求 证 


sup{f (2) +g(z)} > sup{f (2)} + inf {9(2)}™. 
[a,b] [ao [a,b] 


证 明 所 证 不 等 式 的 两 端 都 是 确定 的 实数 . 
@ jinf {g(w)} 表示 数 集 fg(z) | ze [6, 可 } 的 下 确 界 ， 数 集 已 的 下 确 界 通常 记 为 inf 忆 
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对 Ve > 0, 由 上 确 界定 义 可 知 ， 存 在 z' e [a,0], 使 
下 (好 ) > sup{f(2)} 二 总 
又 显然 有 g(7Y') 之 nt Qe)) 两 式 相 加 得 
f(7') +g(7') > sup{f (7)} + inf {g(2)} —e. 
[a,b] [a,b] 


又 因为 
f(z') +g(z') < up te 十 9(Z) 上 }， 


所 以 
sup{ f(z) +9g(z)} > sup{f (7)} + inf {g(x)} 一 =. 
[a,b] [a,6] [a,b] 


由 = 的 任意 性 可 知 


人 人) 十 9(Z)} > 人 机 外 
例 1.6.2 设 flz) se Cla,0], 求证 
6 
sm § f Ode = ma 
证 明 记 M = pt (lh 则 显然 有 
{ [ has <MY-a (n=1,2,...). 


另 一 方面 ， 若 设 |f (xo)| = M( 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 a < zo < b), 则 对 
Ve > 0, 根据 f(z) 的 连续 性 可 知 ， 存 在 6 > 0, 当 ze [zo 一 6,zo 十 0 C [a,b] 时 ,人 恒 


[f(z)| >|f(zo)| -ee= Me, 


b Zo 十 0 
/ f(z)|"dz > | / f(z)hrdz > (M — &) V25, 
a Z0 一 0 
b b 
M-e< tm of omar < Bm oar < Mh, 


1.6 = 逼迫 方法 - 41 . 


因此 
b 
im 1 间 lf(z)lde = 
例 1.6.3 设 f(z) 在 任何 区 间 [0,09] (5 > 0) 上 可 积 ， 且 ,lim f(z) 二 1, 求证 


十 co 
lim :/ (ze 如 dz =1. 
0 


t 一 0 十 


分 析 由 于 对 任意 正 数 4, 积分 人 le-tzdz 收敛 于 e-t4, 且 当 z 充分 大 时 ， 
(z) 可 控制 在 区 间 (1 - e1+ e) 之 内 (其 中 = 可 以 是 任意 正 数 ) 因此 ， 当 上 上- 0+ 
人 ij(z)je-tzdz 亦 可 控制 在 区 间 (1 _ <, 1 上 + e) 之 内 . 


A 
又 因 对 有 限 积分 . tj(zje-tzdz 而 言 ， 当 1 0+ 时 ， 它 显然 趋 于 零 ， 所 以 束 


个 积分 [ tf(z)e-tdz 值 处 在 1 一 < 与 1+s 之 间 (t 0+), 于 是 通过 取 上 、 下 极 


限 便 可 完成 本 例题 的 证 明 . 
证 明 对 Ve > 0, 由 ,lim f(z) = 1 可知， 存在 4 > 0, 当 7z > 4 时， 有 
1-e<f(z)<1l+e, 从 而 当 z>4 且 t+>0 时 ， 有 


(TT ejte “< Ht(0)e < (lL4e)te ®. 


将 上 式 两 端 对 z 积分 得 


十 05 


(=é)je a / tf (rx)e ‘Adz < (1+e)e 4, 
A 


于 是 十 co 
(1—e) < lim tf(z)e ‘“*dzx < (l+ée). 
t 一 0+ /A 
另 一 方面 ， 由 
A A 
I/ tf(z)e ‘*dz <#] |f(z)ldz 
Jo 0 
可 得 
sn/ tf(x)e ‘*dzx = 0， 
于 是 


Sa 十 co Pn 十 co 
lim 4 tf(r)e ‘*dz = lim [站 tjF(zh)e "art 人 tojeredz| 妆 上 上 寺 管 
t 一 0+ Jo t—0+ A 
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同样 有 
lim + f(x)e “dzr>1l—ée. 
t—0+ 0 


依 = 逼迫 方法 的 原理 (简称 = 通 迫 原理 ) 可 知 
lim 3 f(s)e <dy= mt/ fle jel 


t—0+ 
从 而 2 
lmt/ f(z)e-*dz =1. 
例 1.6.4 设 f(z) 在 [0,1 上 单调 减少 ， 且 f(z) >0(0<z<1), 求 证 : 
1 


其 中 d= [ f(z)(1 — 22)"dz, me Zt+. 
分 析 由 于 对 每 一 个 ze [0,1], 数列 {(1 一)*} 关于 n 是 单调 递减 的 ， 从 而 有 


SH <1(n=1,2,.…). 很 自然 想到 用 es 通 迫 方法 把 一 一 ta 通 迫 到 1, 即 要 证 明 : 


对 Ye > 0, 当 nn 充分 大 时 ， 有 


1 
证 明 对 Ve >0, 令 5= min { VE 5 则 


zr? ?十 1d， rt 
tl > 人 f(z ) 


~ )(1—z? | f(z)(1 = xz2)"d 


EE (1 一 z2)"dz 


1 
一 (1 一 6 > (1—e 
人 WE ( Ne 


其 中 


dl 一 2Z2)"dz 
(mW:= 1 2] 


f(z)(1 — 22)ndz 


1.6 < 通 迫 方法 .43 . 


由 于 


La jz)(1 一 z2)2dz A 
fi f(x)(1 — 22)"dz Sr 


即 lim an = 0， 所 以 有 


0<an < 


0 (n— 00), 


0 
本 
4 


-一 4d . dd 
l= Hh 1 l=-8& ln ee 
noco dn ns3o0o dn 
于 是 ; 
Lm n+l1 lim ni+1 a 1, 
SG Cn noo dn 


因此 im + 三 基辅 
例 1.6.5 设 /z) 在 (-co,+co) 上 可 微 ， /0) = 0, 且 
[fF'(z)| < cz) -co <z< +oo)， 
求证 f(x) 三 0. 
分 析 只 需 证 明 对 Y zo e (-co,+eco), 钼 有 f(zo) = 0, 这 样 由 f(0) = 0 很 自然 
想到 利用 Lagrange 定理 : 
[f(zo)| = Aczo) — f(0)| = | 六 (zol < Allzol， 
上 边 不 等 式 的 右 端 告诉 我 们 可 以 继续 使 用 中 值 定 理 ， 于 是 有 
[f(zo)| < AGE |zol 和 |) 和 |zol < |f(é€2)| 和 | |zol 
< < |fén)| énoil: |én-2) :él lzol < |f (én)|: lzol. 


由 此 可 见 ， 如 果 |zo| < 1, 那么 |zol” 就 会 越 来 越 小 .这 使 我 们 想到 利用 < 允 迫 
方法 来 通 迫 f(xo0) 等 于 0, 从 而 可 以 证 得 f(x) 在 区 间 [0,1) 上 恒 等 于 零 . 

要 使 f(z) = 0 的 范围 逐步 扩大 ， 这 一 点 可 借助 辅助 函数 来 实现 . 

证 明 对 Vzo€ [0,1), 重复 运用 Lagrange 中 值 定理 ， 有 


[f(zo)| 和 |f (én)| :én-1l :|&|: zol < Mozo, 
其 中 Mo = et Ll} 
由 于 0< zo<1, 所 以 对 ve>0, 存 在 NeZt, 当 n>NN 时， 有 xz?<e, 于 是 
|f (zo)| < Moe. 


这 就 证 明了 f(zo) = 0, 即 f(x) 在 [0,1) 上 恒 为 零 . 再 由 f(z) 的 连续 性 可 得 f(1) = 0. 
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现 考虑 函数 p(x) = f(z 十 1), 易 见 2(0) = f(1) = 0, 且 
lp'(z)|= If (z+D gf(+lD)|= Ip(2)| (-co<Z<+oco)， 


于 是 由 前 面 已 证 得 的 结论 知 ， w(x) 在 [0,1) 上 恒 为 零 ,， 即 f(z) 在 [1,2) 上 恒 为 零 . 
a f(z) 在 任何 区 间 [n,n 二 1) (n = 0,1,2,…) 上 都 恒 为 
零 ， 即 f(z) 在 [0,+co) 上 恒 等 于 零 . 
类 似 地 ， 可 证 明 f(z) 在 (-co,0) 上 也 恒 为 零 . 
例 1.6.6 设 数列 {a,} 满足 条 件 0 < an+m < an 十 am, 求证 


an a 
lim — = inf { 守 }. 
九 一 oo N Nn 


分 析 首先 由 
an = Qn-itl < Qn-1+aQl<:… < nal 
可 知 ， 守 < ou (n= ), 即 数列 { 空 = 有 界 . 记 a = inf { 守 }, 则 对 Yn e 2Z+， 
都 有 
on > 


为 了 证 明 数列 { 衬 } 存在 极限 ， 还 需要 进一步 揭示 已 知 条 件 所 殖 含 的 关于 数 
列 {an} 的 性 质 . 
对 任意 m， q € 2Zt, 反复 运用 已 知 条 件 0 < Qntm < an 十 Qm 可 知 


Q2m = Qm 十 mm < 2am， a3m 入 3am，…， Qam < qam, 


所 以 ， 当 n= gm 时 ， 有 
Qn Yam _ Am 


n ~ gm 7 
当 nn 为 任意 自然 数 且 n> m 时 ， 可 把 n 表示 成 n= gm+7, 其 中 0<r<m, 于 是 
(dam 十 Qr Qm 7Q1 Qm 


一 < PE < 
Nn qm++r qm+r7 mm nN m 


Un a Qam 十 入 


这 说 明 如 果 数 列 {他} 中 有 某 一 项 灾 离 a 很 近 ， 那 么 只 要 充分 大 ， 也 也 会 
离 a 很 近 (m 是 相对 不 变 的 数 ), 因此 可 利用 = 逼迫 方法 


证 明 对 Ye > 0, 根据 下 确 界 的 定义 可 知 ， 存在 me 2+, 使 于 <a+e, 从 而 
当 n 充分 大 时 有 
从 Qi Om < Wn 必 认 证 窑 古 i 
Nn Q772 十 也 mm 7 Nn 


习题 1.6 . 45 . 


习题 ”1.6 


1.6.1 设 和 4 和 B 都 是 实数 集 ，A 十 B= {z+ylz € 4A,y € B}, 求证 : 


(1) inf(A+ B)= inf A+infB; (2) sup(A+B)= supA+tsupB. 
1.6.2 设 4 与 B 都 为 非 负数 集 ，4B = {zylz € 4, ye B}, 求证 : 
(1) inf(AB) = inf A.: inf B; (2) sup(AB) = sup A.:supB. 


1.6.3 设 p(z) 在 任意 有 限 区 间 [a 上 可 积 ， 且 , lim wp(z) = 1, 求证 


十 co 
lim 2] dt = (a > 0). 


zz 一 十 co tita 


1.6.4 求证 : 
(1) lm zn+t lim yn 


no0 no0 


lim (Zn yn) < lim zn 十 lim yn; 
no0 no0 n+00 
< 


< 
(2) lim Xn 十 lim Yn < lim (5% 十 Yn) 
让 用 一 oo no00 


试 将 本 题 结论 与 习题 1.6.1 的 结论 做 比较 . 
1.6.5 设 {Tn} 与 {yn} 均 为 非 负数 列 ， 求证: 


(1) lim zn- lim yn < lim znyn < lim Zn lim yn; 
no0 


lim Zn lim yn. 
九 一 CO 九 一 CO 


也 一 OO 也 一 OO 九 一 Co 7 一 CO 
(2) lim zn lim yn & lim zn & lim rn: lim yn. 
九 一 co 了 一 OO 也 一 CO 有 一 DO 了 一 CO 


1.6.6 设 {an} 为 非 负数 列 ， 求 证 ， 对 任意 no e Z+, 有 
Im Yar = lm Ya 


1.6.7 设 {an} 为 有 界 数 列 ， 定 义 bn = max{an, an+1} (n == 1,2,…), 求 证 


lim pp = lim an， 
也 一 OO 7 一 OO 


1.6.8 设 f(z)e Cl0,+co), 且 


0< f(z) < 1(=) (0<z<+o0,n= 1,2,.…), 


n 


求证 lim f(z) = 1 (1 为 有 限 数 ) 


1.6.9 设 flz) eC(0,+co), 且 对 VYz>0 及 VmneZ+, 有 jz)X 和 Fnz), 求 证 
lim jz)=! (可 以 是 二 co). 


Z 一 十 oo 
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1.6.10 设 f(z)€ C[0,+co), 且 对 Vrzi， zx2 € [0, 十 co), 有 


De fw1+ ro) f(z1) + f(r2), 


求证 
lim f(z) 二 :过 下 f(D 
rr +0 I >0 I 
1.6.11 设 数列 {an} 满足 ， am 十 an 一 1 <amin 《am 十 Qn 十 1 (m,n € 2Z+). 求证 : 


Qn 


(1) lim 一 存在 ; 
九 一 CO N 证 
(2) 若 lim 一 =dq 则 有 md--1 乏 an 系 ng 十 1 人 12…). 
no0 NN 


1.7 ”借助 于 构造 点 列 和 抽取 子 列 


致密 性 定理 (Bolzand? - Weierstrass@ 定理 ) 的 重要 性 是 众所周知 的 ， 利 用 它 进 
行 推理 和 论证 ,常常 可 以 使 问题 变 得 更 简明 、 更 生动 一 些 . 在 数学 分 析 中 我 们 经 常 
要 证 明 存在 具有 某 种 性 质 的 点 (如 函数 的 不 动 点 ， 最 大 值 与 最 小 值 以 及 上 、 下 极限 
等 ), 在 用 反 证 法 证 明 某 些 问题 时 也 常常 归结 为 去 寻找 具有 某 种 性 质 的 点 . 这 时 , 一 
个 很 有 效 的 方法 就 是 构造 点 列 并 抽取 子 列 . 如 何 构造 点 列 , 要 具体 问题 具体 分 析 ， 
主要 根据 证 明 过 程 中 的 实际 需要 . 

例 1.7.1 设 f(x) 在 [ao 外 上 有 定义 ， 且 满足 条 件 : 

(1) 对 Vz el[a,b], 有 ag f(z) < 1b; 

(2) 存在 入 e (0,1), 使 得 对 Vzx', ze [a,b], 有 


f(z") — F(z") < Alz 一 2 


求证 : 存在 《 € [ao 中 ,使 f(&) =&. 
证 明 任 取 zo € [oa 可, 构造 点 列 


T1= f(z0), z2 三 jz) Tnti= f(Tn),  …， 
则 由 条 件 (1) 可 知 ， zn € [中 (nz = 0,1,2,…), 并 由 条 件 (2) 可 得 
lzn+l 一 Za| 三 | jzn) — f(zn-D| < Alzn 一 Zn 和 所 和 |z1 一 2Zo|， 
于 是 对 Vn, pe2+, 有 


[mts wi < [its -> | 二 | 一 加 谢 直 元 -- 训 | 于 | wal 
委 M+? lz = zol 二 Atp™2 | 一 zol 二 和 "|zZl = zo| 


= XI"(1 二 和 十.…: 十 和 2 一 1)|zl 一 zol < 


|zl Sn ol 


Xe 
1—A 入 


@ Bolzano, 波 尔 察 诺 ， 1781 一 1848, 捷克 . 
@ Weierstrass, 魏 尔 斯 特 拉 斯 ， 1815 一 1897, 德国 . 
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由 入 e (0,1) 可 知 ， lim X" = 0, 所 以 对 Ve >0, 存 在 NeZt, 当 n>NN 时 ， 
对 一 切 pe Z+, 有 


|zn+p 一 Zn| < &, 
于 是 根据 Cauchy 收敛 原理 可 知 ， 存 在 5 e [w, 中 使 得 
‘= me 

另 一 方面 ， 由 条 件 (2) 可 知 ， f(z) 在 区 间 [a, 机 上 连续 ， 于 是 

= ln win = in fo) = fe). 

例 1.7.2 用 致密 性 定理 证 明 : 若 f(z) 在 w, 引 上 连续 , 则 f(z) 在 [a, 相 上 一 致 
人 
v5 > 0, 存 在 zz"e [a, 引 ,使 得 |z' 一 z"|<5, 且 

Hz) -Je > en 
取 5 = 二 (neZ+), 则 存在 ,ze [a, 时 ,使 得 Ish 一 2 < 二 ,上 且 
f(a) = F(a) > ea， 


于 是 得 到 两 个 有 界 点 列 {x%} 及 {zx}. 
由 xz eawa(ne2+) 及 Bolzano-Weierstrass 定理 可 知 ， 存 在 {zx} 的 收敛 子 
列 {z 上 即 存在 zo se [a, 0], 使 得 


1 n 1 — 7 
he 
并 由 
| 一人 [这 一 0 (K 一 oo) 


可 知 ， {z%} 对 应 的 子 列 {z} 也 收 全 于 zo, 于 是 由 f(z) 在 fo, 可 上 连续 可 得 
0= |f(zo) — f(z0)| = lim |f (zh,) ~ fc 各)| > eo 


这 与 so > 0 矛盾 . 此 矛盾 说 明 f(z) 在 [a,9] 上 一 致 连续 . 

例 1.7.3 设 f(z7)， 廊 (z) (n e 2+) 都 在 [oa 上 连续 ，{ 访 (zc 在 [wa 上 收 
敛 于 f(z), 并 对 每 一 个 zx € [ao 由 对 应 的 数列 {fn(7)} 关于 是 单调 增加 的 ， 求 证 
{fn(z)} 在 [a,9] 上 一 致 收敛 于 f(z). 
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证 明 用 反 证 法 . 假如 {f(z)} 在 [a, 中 上 非 一 致 收 僵 于 f(z), 则 存在 so > 0， 
使 得 对 Vke 2+, 存在 nn EZt 及 zn € [a,0], 使 得 nw >, 且 


fr (Zn) — f(zni)| > eo0, 
于 是 得 到 点 列 {nw} 及 {zns}, 使 得 lim nx = co, 且 
[fr (Zn) — frm)| Fe0 (k=1,2,..). 
根据 Bolzano-Weierstrass 定理 ， 存 在 {zw.} 的 收敛 子 列 . 为 书写 方便 , 不妨 假定 这 
个 子 列 就 是 {zw.} 本 身 ， 并 由 zw € [a,09] 可 知 ， 存 在 zo & [oa 中, 使 得 


lim Zn = 2Z0， 
大 一 co 


另 一 方面 , 由 {f(z0)} 收敛 于 f(xo) 可 知 , 对 si = 2 存在 NeZt, 当 n>N 
时 ， 有 | 有 f(z0) 一 f(zo0)| < si, 特别 地 ， 


lfw(zo) - f(zo)| < a 
所 以 由 |jv(z) -f(z)| 在 zo 点 连续 可 得 
im fw (zm) - f(zn)| = ljw(eo) - f(zo)| < et， 


于 是 当 大 充分 大 时 ， 有 
|fN (zn.) — f(Zn)| < ei: 
现 取 定 一 个 满足 这 个 不 等 式 的 zn (同时 也 假定 nx > N), 再 根据 f(zw) 关于 n 是 
单调 增加 的 ， 可 得 到 
f (wn ) fn (Tn ) > 
从 而 
E0 < (fr (We) = f (Wn) | < |fn( ee) = f( Tn )| EL 

这 与 sl < so 矛盾 . 此 矛盾 说 明 {fn(7z)} 在 [oo 上 一 致 收敛 于 f(z). 

例 1.7.4 设 f(z) 在 [ab 上 有 定义 ,求证 : f(x)€ Cla,o 的 充分 必要 条 件 是 对 
VceRO 集 {fzlzefai f(z) zc 与 {2z |xe [a,0], f(z) < c} 都 是 闭 集 . 

证 明 必要 性 : 对 VceR, 记 El = {zx|zx€ [a,0]，, >c}. 设 zo 为 Bi 的 任 
一 聚 点 ， 则 由 聚 点 的 定义 可 知 ， 存 在 i 中 的 点 列 {zn}, 使 得 


lim wi = wo 
也 一 OO 


@ R 表示 全 体 实数 构成 的 集合 . 
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于 是 由 zx€ Bi (n=1,2,…) 及 妃 C [a,9] 可知 zo El[a,b], 且 
i 
在 上 式 中 ,， 令 nn 忆 co, 并 由 f(z) 在 点 zo 处 连续 可 得 
f(z0) = lim f(zn) >0, 


即 zo € Bi. 因此 ， Bi 是 闭 集 . 
同 理 可 知 ， 对 Vc €E RR, 集 {x | x € [a,0], f(z) < c} 也 是 闭 集 . 
充分 性 : 用 有 反 证 法 . 假如 存在 zo e [a, 趾 , 使 得 f(z) 在 点 0 处 不 连续 ， 则 存在 
=o > 0, 使 得 对 5= 二 (ne 2Z1+), 有 zn € [a,9, 满足 |zn 一 zol < ,上 且 
|f (xn) — f(x0)| 2 so， 
并 且 可 以 要 求 这 些 zn 是 互 不 相同 的 . 这 意味 着 有 无 穷 多 点 {zn} 或 者 满足 
f(zn) 一 f(z0) > so0， 


或 者 满足 
f(zn) — f(z0) < 一 <0. 
因此 ， 必 有 {zn} 的 一 个 无 穷 子 列 满足 上 述 两 个 不 等 式 之 一 . 
不 妨 设 {zn} 的 子 列 {zw} 满足 f(zn) 一 f(z0) > so, 即 
f (Tn;) 之 f (zo0) 十 E0 (k § ZT+)， 


则 名 Ew [we 机 fw) Ji) +eo}, 着 由 | 一 而 | 可 得 
lim zn = Zo. 
太一 oo 
但 由 f(zo) < f(zo) +so 可 知 ， zo 9 B, 所 以 {z |z € [a,9], f(z) > jzo)+eo} 不 


是 闭 集 ， 这 与 已 知 矛盾 ， 此 矛盾 说 明 f(z) 在 [w, 如 上 连续 
例 1.7.5 设 f(z) 在 (a,+o0) 内 可 微 , 并且 lm 站 = 0, 求 证 


lim |f'(z)|=0. 


Yo0 
证 明 由 |f'(z)| >0 可知， lim |f"(z)| > 0, 所 以 只 需 证 明 存在 (+co) 中 
Z 一 十 co 
的 点 列 {zn}, 使 得 当 半 一 ce 时 ，zm 一 +oco, 且 liam | 六 za =0. 
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任 取 点 列 {ak}, 使 得 a > a (KEe 2Z+), 且 dim ak = 二 oo, 则 对 每 一 个 固定 的 


on 由 in 站 9 =0 可 知 ， 存 在 (4,+o0) 中 的 点 列 fb 使 得 aa bn = +o0, 有 
jm Ta -0 


于 是 对 每 一 个 固定 的 ok, 有 
fbn) 有 ax) 


bn bn 
m 一 一 一 一 一 一 


由 此 可 知 ， 对 每 一 个 ok (k = 1,2,…), 可 取 充 分 大 的 bw, 使 得 bw > ak, 且 
| 一 f(ax) 
b 


np 一 Qk 


<i 
天” 


于 是 由 Lagrange 中 值 定理 可 知 ， 存 在 & € (ax,bn), 使 得 


[Pen)| = 下 — f(ax) 


bm 一 Qk 


| < 二 (k = 1,2,...). 


综 上 可 知 ， 存 在 (a, +co) 中 的 点 列 {&k}, 使 得 当 大 -> oo 时 ， 台 一 +oo, 且 
im If'(&2)| = 0 


下 面 我 们 简要 介绍 半 连 续 函 数 . 
设 f(z) 在 [a,b] 上 有 定义 ，zo 为 [a,9] 内 的 任 一 点 .以 前 我 们 称 f(z) 在 点 zo 
处 连续 是 指 对 Ve > 0, 存在 56>0, 当 |z 一 zo| <6 时 ， 有 |f(z) 一 f(zo)| <e, 即 


f(z0) -se< flz) < f(z0) +e. 


这 说 明 对 于 在 点 zo 处 连续 的 函数 来 说 ， 它 在 点 zo 附近 的 函数 值 同 时 受到 上 、 下 两 
个 方面 的 控制 . 如 果 仅 受 一 个 方面 的 限制 ， 就 是 所 谓 的 半 连 续 函 数 . 确切 说 就 是 ， 
如 果 对 Ve > 0, 存在 6>0, 当 |z 一 xo| <6 时 ， 有 


f (7) < f(z0) 十 E， 


则 称 f(z) 在 点 zo 处 是 上 半 连 续 的 . 
相应 地 ， 如 果 当 |z 一 zol <6 时 ， 有 


f(7) > jzZo) —&, 


1.7 借助 于 构造 点 列 和 抽取 子 列 51 . 


则 称 f(z) 在 点 zo 处 是 下 半 连 续 的 . 
显然 ， jz) 在 点 zo 处 上 半 连 续 相 当 于 


lm f(z) < f(z0) (或 lm f(z) = -00); 
f(z) 在 点 zo 处 下 半 连 续 相当 于 
lim f(z) > f(zo) (或 lm f(z) = +eo) 


THIO TFTO 


如 果 f(z) 在 [wb 上 的 每 一 点 都 上 (下 ) 半 连 续 ， 则 称 f(x) 在 [a,] 上 是 上 (下 ) 半 
连续 的 . 

很 明显 ， 如 果 f(x) 在 点 zo 处 既是 上 半 连 续 的 ， 又 是 下 半 连 续 的 ， 那 么 f(z) 
在 该 点 一 定 是 连续 的 . 

例 1.7.6 设 f(z) 在 [a,b] 上 是 上 半 连 续 的 , 求证 f(z) 在 [a,b] 上 必 有 最 大 值 . 

证 明 先 证 f(z) 在 [a,b] 上 一 定 有 上 界 . . 

事实 上 ， 假 如 f(z) 在 [a,9] 上 无 上 界 ， 则 对 VY n € 2+, 存在 zw € [a,0], 使 得 
f(zn) > n, 于 是 由 Bolzano-Weierstrass 定理 ， 存 在 {zn} 的 收敛 子 列 {zw}, 即 存 
在 zo € [a,0], 使 得 dim Zn = 60; 担 


f(a) ms 
又 由 f(z) 在 点 zo 处 上 半 连 续 可 知 ， 对 < = 1, 存在 5> 0, 当 |z 一 zol<5 时 ， 有 
f(x) < f(z0) + 1, 
当 大 充分 大 时 ， 有 |zn 一 Xol < 4 于 是 
ni < fv) < f(z0) + 1 


这 与 dim nx = 二 oo 矛盾 .此 矛盾 说 明 f(x) 在 [ai 上 有 上 界 ， 从 而 有 上 确 界 ， 即 
存在 6 e R, 使 得 = a 


事实 上 ， 由 上 确 界 的 定义 可 知 ， 对 Vn € Z1+, 存在 6 €& [a, 0, 使 得 


1 
f(én) > 7 


故 由 Bolzano-Weierstrass 定理 可 知 ,存在 {&%} 的 收敛 子 列 {&%}, 即 存在 和 € [a, 0]， 
使 得 im En = 且 


1 
天 (人 之 人 nx 
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另 一 方面 ， 由 f(x) 在 点 上 处 上 半 连 续 可 知 ， 对 ve > 0, 存 在 5 > 0, 当 lz- 引 <6 
时 ， 有 
f(z) < f(€) +ei 


于 是 当 k 充分 大 时 ， 有 | 6| < 0, 从 而 
0 
Nk 


在 上 式 中 , 令 上 一 co, 得 
B< f(O) +E, 

于 是 由 = 逼迫 原理 及 上 确 界 的 定义 可 得 8 = f(&). 

例 1.7.7 设 户 (z) 人 =12…) 在 [oo 外 上 是 上 半 连 续 的 ， 并 对 每 一 个 固定 的 
Zz € [a, 中 ,对 应 的 数列 {f(z)} 关于 单调 减少 上 且 下 方 有 界 ， 求 证 : 存在 一 个 定义 
在 [ab 上 的 上 半 连 续 函 数 f(zx), 使 得 {fn(z)} 在 [oa 上 收敛 于 f(z). 

证 明 由 于 对 每 一 个 x € [a,0], 对 应 的 数列 {fn(7)} 关于 n 单调 减少 且 下 方 有 
界 ， 所 以 函数 列 {f(z)} 在 [ao 上 处 处 收敛 ， 其 极限 函数 记 为 f(z), 即 

jz)= lim f(x) (ze[a,o). 


1 一 OO 


下 面 用 反 证 法 来 证 明 f(x) 在 [a,9?] 上 是 上 半 连 续 的 . 
事实 上 ， 和 如果 存在 和 E [a,0], 使 得 f(x) 在 点 zo 处 不 是 上 半 连 续 的 ， 则 存在 
Eco > 0， 对 每 一 个 人 本 一 Ck € Z+), 存在 部 淮 [a, 05], 使 得 | 一 20| < es 且 


f (zk) jzo) 十 so0， 


于 是 对 每 一 个 zk e [es 可, 由 f(z4k) = ,lim jn(zh) 及 数列 {f(z)} 关于 n 单调 减少 
可 知 ， 对 每 一 个 ne Z+, 有 


fn) 之 Jan_ 万 (zk) ez f (LR) 宛 f (zo) 六 E0. (#) 


另 一 方面 ， 对 每 一 个 ne 2+, 由 f(z) 在 点 zo 处 上 半 连 续 可 知 ， 对 上 述 so, 存 
在 60 > 0, 当 |z 一 Zo| < 00 时 ， 有 


fn(z) < f (xo) 十 &0; 


于 是 当 上 充分 大 时 ， 有 


fn(zTk) < f(x0) + eo; 


这 与 不 等 式 (*) 矛盾 ， 此 矛盾 说 明 f(z) 在 [a,9] 上 是 上 半 连 续 的 . 


习题 1.7 35 


习题 1.7 
有 |f'(x)| < gq, 求证 : 存在 唯一 的 e (一 00, 十 00), 使 得 f(€) = &. 


1.7.2 设 f(z) 在 (一 00, 十 0) 上 可 导 , 且 m= sup{|f (7z)|} < 十 oo, 求证 对 VY 入 >m, 存 
在 唯一 的 Se (一 00, 十 00), 使 得 f(€) = 和 6. 


1.7.3 设 f(z) 在 [1, 二 00) 上 可 导 ， f(x) 在 [1, 十 oo) 上 有 界 ， 并 且 对 YVze [Il,+co), 有 


Ee) pd, 


J 
求证 :存在 e (1, +co), 使 得 f(&) = &. 
1.7.4 设 f(z) 在 [ao,+eo) 上 连续 有 界 ， 并 且 存 在 常数 ,使 得 对 VT > 0, 有 
lim [f(z +7)— f(z)]=, 
求证 1 = 0. 
1.7.5 设 f(z) 在 (0,+oo) 上 连续 有 界 ， 且 inf{f(z)} > 0, 并 对 Va> 0， 
在 且 有 限 ， 求 证 函数 


= F(z) 


p(t) = I 9 (1 > 0) 


Z 一 十 co 


在 t= 1 处 取 最 小 值 . 
1.7.6 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ， 且 满足 : 
(1) 存在 zo € [a,0], 使 得 f(x0) > 0; 
(2) 存在 7 (0 <r < 1), 使 得 对 vze [a 有 Ye [a,0], 满足 不 等 式 


f(y) < rf(z). 


求证 : 存在 上 € [a,], 使 得 f(€) = 0. 
(提示 : 考虑 f(z) 在 [a,b] 上 变 号 和 保 号 两 种 情况 . 在 保 号 时 定义 数列 {zn} 满足 关系 
f(zn) <& rf(zn-1).) 


十 co 
1.7.7 设 f(x) € Cla, +oo)， 正 / f(z)dz 收敛 ， 求 证 
lim f(x). lim f(z)<0. 
z 一 十 oo Z 一 十 co 
1.7.8 设 f(z) 在 [au 上 有 定义 ， 且 对 VYzo es [a, 芭 , 极限 dm f(z) 存在 ， 并 记 


PT) = lim f(t), 


求证 ， elz) e Cl[a,b], 并 且 对 Ve > 0, 集 EE = {rz|xz€ [a,0], |f(z) 一 yp(z)| > =} 为 有 限 集 . 
(提示 : 第 二 问 用 反 证 法 . ) 
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1.7.9 设 {所 (7)} 在 [ao 上 等 度 连 续 ， 即 对 Vzoe [a,9] 及 Ys > 0, 存在 5 > 0, 当 
lz 一 zo| < 6 时 ， 对 一 切 正 整数 n, 都 有 
|fn(z) 一 户 (zo)| < e， 

求证 : 如 果 {fn(z)} 在 [a,9] 上 收敛 于 连续 函数 f(z), 则 {fn(z)} 在 [a,8] 上 一 致 收敛 于 f(z). 

1.7.10 设 f(z) 在 [a,b] 上 是 下 半 连 续 的 ， 求 证 f(x) 在 [a,6] 上 一 定 存在 最 小 值 . 

1.7.11 设 f(z) 在 [a,b] 上 有 定义 ,求证 : 

(1) 对 任意 实数 c, 集 瑟 = {z | zx € [a,b]， f(x) > c} 为 团 集 的 充 要 条 件 是 f(x) 在 [a,5b] 上 
为 上 半 连 续 ; 

(2) 对 任意 实数 c, 集 忆 = {zx | xz € [a,b]， f(z) < c} 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 f(z) 在 [中 上 
为 下 半 连 续 . 


1.8 ”关于 利用 实数 空间 基本 定理 证 明 问 题 的 几 点 注释 


实数 空间 是 数学 分 析 中 极限 理论 的 基础 ， 本 节 对 实数 集 和 实数 空间 的 几 个 基 
本 定理 及 其 应 用 做 一 些 整理 和 必要 的 补充 . 由 于 篇 幅 的 限制 , 这 里 不 再 给 出 这 些 基 
本 定理 的 证 明 过 程 ,只 是 对 它们 的 意义 、 彼 此 之 间 的 关系 以 及 如 何 使 用 等 问题 着 重 
从 分 析 角 度 予 以 简要 说 明 . 
1.8.1 有理 数 集 的 性 质 

有 理 数 被 定义 为 两 个 整数 之 比 5, 其 中 9 > 0. 为 使 这 种 表示 法 是 唯一 的 ,应 当 
要 求 p 与 4 互 质 ， 如 果 用 小 数 表示 有 理 数 ， 那 么 它 是 有 限 小 数 或 无 限 循环 小 数 . 
有 理 数 集 Q 具有 以 下 性 质 ， 

1 有理数 集 对 加 、 减 、 乘 、 除 四 种 运算 是 封闭 的 ， 它 构成 一 个 数 域 . 这 是 有 理 
数 集 的 代数 性 质 . 

2， 有 理 数 集 是 一 个 全 序 集 ， 即 对 通常 “ < ”这 种 关系 满足 以 下 四 条 : 

(1) 对 Va, be Q&, 表达 式 a =b, a <b,b<a 中 有 且 仅 有 一 个 成 立 ; 

(2) 对 Va,beQ, 若 a<b, 且 bb<c 则 a < 
(3) 对 Va,beQ, 若 a<b, 则 a+c<b+te; 
(4) 对 Va,beQ, 若 a<b, 且 cc>0, 则 ac < bce. 

3， 有理数 集 是 稠密 集 ， 即 对 Yawbe Q, 车 a 关 5, 则 在 a 与 之 间 至 少 存在 一 
个 有 理 数 e Q( 如 + = “二 “). 因此 ,任意 两 个 有 理 数 之 间 存在 无 穷 多 个 有 理 数 . 

4， 有 理 数 集 是 不 完备 的 ， 即 有 理 数 集 对 极限 运算 不 封闭 ， 或 者 说 有 理 数 集 不 
是 闭 集 ， 例 如 ， 数 列 人 (1+ 二) } 的 极限 。 就 不 是 有 理 数 ， 这 种 例子 是 很 多 的 

从 几何 上 看 , 这 种 不 完备 性 表现 在 当 我 们 用 直线 上 的 点 表示 有 理 数 时 , 会 出 现 
许多 “ 空 阶 ”"， 因 而 是 不 连通 的 . 
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5， 有 理 数 集 是 可 列 集 (也 称 可 数 集 ), 它 能 和 自然 数 集 建立 一 一 对 应 关系 ， 从 
而 可 排 成 一 列 ,这 种 排 法 可 按 下 列 原则 进行 : 对 所 有 有 理 数 {全}, 优先 将 Ip| + 较 


小 的 排 在 前 面 ， 当 |p| + g 相等 时 ， 4 小 的 排 在 前 面 ， 当 |p| + a 相等 ， 并 且 v 也 相 
等 时 ， 负 数 排 在 前 面 . 这 样 全 体 有 理 数 就 可 排 成 
二 


1 
0， = 1 一 2 2, 2， ph 一 3 3， “933 rt A 


有 理 数 集 的 稠密 性 和 可 列 性 在 数学 分 析 中 是 很 有 用 的 . 如 果 理 解 不 深 , 就 容易 
犯错 误 , 尤其 在 利用 有 限 有 覆盖 定理 时 应 特别 注意 . 下 面 是 一 个 因 错 误 地 使 用 了 有 限 

盖 定 理 而 证 明了 一 个 错误 命题 的 例子 . 

命题 若 j(z) 在 [外 上 连续 ， 并 且 对 [a,8] 上 的 任意 有 理 数 7, 有 f(7) > 0, 则 
f(z) 在 [a,b] 上 恒 大 于 零 

证 明 对 [a,9] 上 的 每 一 个 有 理 数 7, 由 于 f(r) > 0 及 连续 函数 的 保 号 性 ， 存 在 
7 点 邻 域 4 = 一 0r+0), 使 得 f(z) 在 该 邻 域内 恒 大 于 零 . 

另 一 方面 ， 由 有 理 数 的 稠密 性 可 知 ， 这 些 邻 域 的 全 体 {1A. | 7 s [wjnQ} 覆盖 
了 [4,0], 故 根据 有 限 履 盖 定 理 可 知 , 存在 有 限 个 上 述 邻 域 A.,，A;s, … ，4;,, 它们 
同样 覆盖 了 [a,24], 从 而 由 f(x) 在 每 个 A (i = 1,2,… ,n) 上 都 大 于 零 可 知 ， f(z) 
在 [a,b] 上 人 恒 大 于 零 . 

这 是 一 个 明显 错误 的 命题 (例如 : Jr) = (r 一 V2)2 > 0), 但 居然 能 被 “证 明 ” 
出 来 ,问题 究竟 出 在 哪里 呢 ? 其 实 错 就 错 在 忽略 了 有 理 数 的 可 列 性 . 因为 既然 有 理 
数 是 可 列 的 ， 它 们 所 对 应 的 那些 邻 域 也 是 可 列 的 ， 记 为 


A Va VR A (rn € [a, 0b] N Q, ne Zt+), 


而 这 些小 邻 域 的 长 度 加 起 来 就 可 能 小 于 5 一 a. 2 1 个 小 邻 域 4A., 的 长 度 小 
可 ;0 — a) J 2 个 小 邻 域 A。 的 长 度 小 于 十 (5 一 a),…, 第 个 小 邻 域 4 


的 长 度 小 于 地 二 全 二 而， 相符 官 “和 们 的 着 悦 席 这 水: 于 5 一 a, 因此 这 些 邻 域 的 全 体 
{A;, | rn € [a,d] ee mn E Z+} 并 不 能 覆盖 住 区 间 [a,. 

这 个 例子 告诉 我 们 , 在 利用 有 限 履 盖 定理 时 ,必须 使 得 那些 开 区 间 组 成 集 族 真 
正 覆 盖 已 知 的 闭 区 间 . 
1.8.2 ”实数 集 的 性 质 


实数 集 及 具有 有 理 数 集 @ 的 前 三 条 性 质 ， 即 它 是 一 个 数 域 ， 并 且 是 全 序 集 和 

实数 集 和 有 理 数 集 相 比 ， 其 重要 区 别 可 从 以 下 两 个 方面 来 描述 : 

1， 实数 集 对 极限 运算 是 封闭 的 ， 因 此 是 完备 的 ， 它 和 直线 上 的 点 能 建立 一 一 
对 应 关系 ， 直 线 上 不 再 有 “ 空 阶 ” 了 ， 所 以 说 实数 集 是 连通 的 ; 
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2.， 实数 集 不 像 有 理 数 集 那样 具有 可 列 性 ， 它 是 一 个 不 可 列 集 ， 这 只 要 证 明 实 
数 集 的 一 个 子 集 (比如 区 间 [0,1] 中 的 所 有 点 ) 是 不 可 列 的 就 够 了 . 
我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 个 结论 . 假如 [0, 1] 中 的 所 有 点 是 可 列 的 ， 记 为 


T1, TZ2, TYni (*) 


就 是 说 ， [0,1] 中 的 每 个 点 都 包含 在 (*) 中 ， 而 (*) 中 所 有 的 点 就 是 整个 区 间 [0,1] 

把 [0,1] 区 间 分 为 等 长 的 3 个 区 间 [0, 引 |，[3,3] 和 [35,1, 那么 它们 之 中 至 少 
有 1 个 不 含有 z1, 取 定 1 个 这 样 的 闭 区 间 并 记 为 A1; 再 把 Ai 分 为 等 长 的 3 个 小 
闭 区 间 ， 同 样 可 选 出 1 个 小 闭 区 间 42, 它 不 含有 z2, 同时 也 不 含有 z1. 这 种 做 法 
一 直 做 下 去 ， 我 们 可 得 到 闭 区 间 列 {4}, 这 些 闭 区 间 满足 ， 

(CD) A Dds Ay DA ar 

(2) An 不 含有 zl z2，… ,Tn; 


(3) An 的 长 度 |An| = 记 六 
根据 区 间 套 定理 可 知 ， 存 在 Eee [0,1], 使 得 € € Na 


另 一 方面 , 由 & € [0,1] 可 知 ，& 必 出 现在 (*) 中 , 即 存在 N, 使 zw = & € Na 


这 与 TN 4 Aw 矛盾， 这 种 矛盾 证 明了 [0,1] 中 的 点 是 不 可 列 的 . 

在 通常 的 数学 分 析 教 材 中 ， 描 述 实数 完备 性 的 定理 有 7 个 ， 它 们 从 不 同 角度 
刻画 了 实数 集 的 同一 个 性 质 . 这 7 个 定理 是 : 

1， 确 界 存 在 原理 有 上 (下 ) 界 的 实数 集 有 唯一 的 上 (下 ) 确 界 . 

2. 单调 有 界 原理 单调 增加 (下 降 ) 且 上 方 (下 方 ) 有 界 的 数列 必 有 极限 (此 原 
理 同样 适用 于 连续 变量 的 情形 ). 

3， 区间 套 定理 (Cantoz 定理 ) 设 有 一 列 闭 区 间 [aw,bn] (n = 1,2,-…), 满足 


[ai1, 01] 3 [a2, b2] 和 [an, bn] i 


且 im (bn an) = 0， 则 存在 唯一 的 一 点 € € [@n; by (n = 1, 2 人 大 

4. 聚 点 原理 (Weierstrass) 任意 有 界 的 无 穷 点 集 至 少 有 一 个 聚 点 . 

5. 致密 性 定理 (Bolzano-Weierstrass) 任何 有 界 数列 必 有 收敛 子 列 .， (如 果 数 
列 只 4 含有 有 限 个 不 同 的 数 ， 则 其 收敛 子 列 只 能 是 常数 数列 或 从 某 一 项 开始 为 常数 
数列 . ) 

6.， 收敛 原理 (Cauchy) 数列 {zx%} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 Vs > 0, 存在 
NeEZ+; 当 了 >7m> N 时， 有 lzn =-zml<s. (Cauchy 收敛 原理 对 任何 过 程 的 极 
限 都 是 适用 的 ， 只 是 表述 形式 有 所 不 同 . ) 


@ Cantor, 康 托 尔 ， 1845 一 1918, 德国 . 
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7 有限 覆盖 定理 (BoreR) 在 覆盖 有 界 闭 区 间 [a, 的 任何 开 区 间 集 族 中 ， 必 
存在 有 限 多 个 开 区 间 将 [a,0] 禾 盖 ， 

上 述 7 个 定理 是 实数 空间 的 基本 定理 ， 是 建立 极限 理论 的 基础 . 它们 从 不 同 
角度 刻画 了 实数 集 的 完备 性 ， 彼 此 是 等 价 的 ， 就 是 说 ， 从 任何 一 个 定理 出 发 ， 都 可 
以 推 证 出 其 他 6 个 定理 . 

这 里 需要 提请 读者 注意 的 是 ， 在 这 7 个 基本 定理 中 ， 确 界 存在 原理 和 单调 有 
界 原 理 是 受 空 间 “ 有 序 性 ”限制 的 ， 而 其 余 5 个 则 不 然 ， 它们 在 二 维 或 二 维 以 上 的 
空间 中 仍然 是 有 效 的 . 


1.8.3 ”关于 利用 实数 空间 基本 定理 证 明 问 题 的 几 点 注释 


数学 分 析 是 研究 函数 各 种 性 质 的 , 这 些 性 质 又 都 是 在 一 定 范围 内 才 存在 的 , 并 
且 与 函数 定义 域 的 结构 密切 相关 ， 因 此 需要 对 不 同 结构 的 函数 定义 域 的 分 析 性 质 
有 所 了 解 . 另 一 方面 ,我们 在 论证 函数 各 种 性 质 时 所 运用 的 “工具 ”是 实数 空间 的 
基本 定理 ， 因 此 对 这 些 定理 的 功能 也 应 有 较 深入 的 认识 . 

1. 函数 的 性 质 按 其 存在 的 范围 大 体 可 分 为 “整体 性 质 ” 和 “局 部 性 质 ” 两 种 . 
所 谓 “ 整 体 性 质 ” 是 指 在 一 个 确定 的 区 间 (可 以 是 有 穷 区 间或 无 限 区 间 ， 也 可 以 是 
开 区 间或 闭 区 间 等 ) 上 存在 的 性 质 . 如 函数 的 有 界 性 、 一 致 连续 性 和 可 积 性 等 ， 都 
属于 整体 性 质 . 所 谓 “ 局 部 性 质 ” 是 指 在 一 点 或 一 点 的 任意 小 邻 域 内 存在 的 性 质 
比如 ， 函 数 项 级 数 的 收敛 性 ( 逐 点 收敛 ) 就 是 一 种 局 部 性 质 ， 而 一 致 收敛 性 则 是 整 
体 性 质 . 

众所周知 , 由 函数 的 整体 性 质 可 以 推出 函数 的 局 部 性 质 ,， 例 如若 函数 在 一 个 区 
间 上 一 致 连续 ， 那 么 它 一 定 在 该 区 间 上 处 处 连续 ， 等 等 反 过 来 ， 由 函数 在 各 点 的 
局 部 性 质 能 否 推出 它 在 某 个 区 间 上 具有 相应 的 整体 性 质 ， 则 要 看 这 个 区 间 的 结构 
(比如 开 区 间 上 处 处 连续 的 函数 就 未 必 在 该 区 间 上 一 致 连续 ， 等 等 ). 这 里 ， 有 界 闭 
区 间 起 着 一 个 非常 重要 的 作用 . 这 是 因为 有 界 闭 区 间 能 够 保证 当 我 们 利用 聚 点 原 
理 或 致密 性 定理 时 所 找到 的 聚 点 或 收敛 子 列 的 极限 点 仍 在 这 个 区 间 内 . 此 外 ， 有 界 
闭 区 间 也 是 区 间 套 定理 和 有 限 覆 盖 定 理 成 立 的 不 可 缺少 的 条 件 ， 有 界 财 区 间 的 这 
些 性 质 给 我 们 证 明 函 数 的 各 种 性 质 (包括 整体 性 质 和 局 部 性 质 ) 带 来 极 大 的 方便 . 

另 一 方面 ， 通 过 有 界 区 间 的 “逼近 ”， 还 可 使 函数 的 某 些 局 部 性 质 扩展 到 更 大 
的 范围 ， 比 如 ， 一 个 函数 项 级 数 在 某 开 区 间 (有 穷 或 无 穷 ) 内 是 内 闭 一 致 收敛 的 ， 
那么 它 一 定 在 该 区 间 内 处 处 收敛 . 

2. 在 实数 空间 的 7 个 基本 定理 中 ， 确 界 存在 定理 、 聚 点 原理 、 致 密 性 定理 和 
区 间 套 定理 都 是 用 来 找 “ 点 ”的 ， 即 证 明 具 有 某 种 性 质 的 点 存在 . 数学 分 析 中 有 大 
量 找 点 问题 ， 如 证 明 函 数 的 零点 存在 , 证 明 函 数 的 最 大 值 点 、 最 小 值 点 以 及 各 种 不 


@ Borel, 波 雷 尔 ， 1871 一 1956, 法 国 . 
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动 点 的 存在 等 . 证 明 这 些 问 题 时 , 使 用 上 述 4 个 定理 常常 是 很 方便 的 . 单调 有 界 原 
理 和 Cauchy 收敛 原理 是 用 来 证 明 极限 存在 的 ， 归 根 结 底 也 是 用 来 证 明 点 (极限 点 ) 
存在 的 . 所 以 上 述 6 个 定理 都 是 用 来 直接 论证 函数 局 部 性 质 的 .有限 覆 盖 定 理 则 
是 用 来 直接 证 明 函 数 整体 性 质 的 ， 它 的 功能 在 于 把 函数 在 各 点 的 局 部 性 质 扩 展 到 
整个 闭 区 间 上 ， 比 如 函数 的 有 界 性 、 一 臻 连续 性 等 常用 有 限 覆 盖 定 理 直 接 证 明 . 

当然 ,我们 这 样 来 认识 各 个 基本 定理 的 功能 ,并 不 意味 着 在 证 明 函 数 的 整体 性 
质 时 一 定 要 用 有 限 覆 盖 定 理 , 证 明 函 数 的 局 部 性 质 时 一 定 要 用 其 他 6 个 定理 . 如 前 
所 述 , 既然 这 些 基 本 定理 彼此 等 价 , 因此 不 论证 明 函 数 的 整体 性 质 或 是 局 部 性 质 ， 
利用 哪个 定理 从 原则 上 讲 都 能 达到 目的 (只 不 过 有 的 直观 些 、 简 捷 些 罢了 ). 例如 ， 
要 证 明 函 数 的 整体 性 质 用 有 限 覆 盖 定理 就 是 直接 论证 , 而 用 其 他 定理 则 常常 是 间 
接 论 证 ( 即 用 反 证 法 ); 要 证 明 函 数 局 部 性 质 ， 情 形 则 刚好 相反 . 

下 面 我 们 列举 几 个 例子 , 着 重 说 明基 本 定理 的 运用 , 为 了 表明 各 基本 定理 的 等 
价 性 ， 有 的 例子 中 给 出 了 多 种 证 法 . 

例 1.8.1 设 f(z) 在 闭 区 间 [a,9] 上 连续 ， 求 证 f(z) 在 [a,8] 上 有 界 . 

证 明 证 法 一 : 直接 证 明 (用 有 限 覆 盖 定 理 ). 

任 取 zo e [a,0], 由 f(z) 在 [a,b] 上 连续 可 知 ， 对 于 so = 1, 存在 bo > 0, 使 得 当 
ZE(zo 一 6o,zo 十 6o) 时 ， 有 


|f(z)— f(z0)| < so = 1， 
于 是 可 取 Mo = 1+|f(zxo)|, 使 得 对 Vzxe (zo 一 60,zo 十 60), 有 
|f(z)| < 1+ |f(z0)| = Mo. 


这 说 明 f(z) 在 zo 点 的 一 个 小 邻 域 ( 开 区 间 ) 内 是 有 界 的 ( 当 zo 为 端点 时 可 适当 定 
义 f(z) 在 区 间 之 外 的 值 ， 使 f(z) 在 端点 附近 有 界 ). 

显然 ， 对 于 [a,0] 上 的 每 一 点 ， 都 有 上 述 的 开 区 间 ， 使 f(x) 在 这 种 开 区 间 内 有 
界 ， 而 这 些 开 区 间 的 全 体 覆 盖 了 区 间 [a,0]. 根据 有 限 覆 盖 定 理 ， 从 这 些 开 区 间 中 可 
取出 有 限 个 开 区 间 来 同样 覆盖 区 间 [a,b], 用 M 代表 f(x) 在 这 有 限 个 开 区 间 上 的 
界 之 最 大 值 ， 则 对 Vz e [a,9], 有 |f(x)|<M. 

证 法 二 : 反 证 法 (用 区 间 套 定理 ). 


假如 f(z) 在 [a,9 上 无 界 ， 将 [0, 分 为 等 长 的 两 个 小 闭 区 间 | 一 | 与 
芭 = 


二 ,中 ,那么 f(z) 至 少 在 其 中 的 一 个 区 间 上 是 无 界 的 ， 记 这 个 小 闭 区 间 为 Ai; 
再 将 4A1 用 同样 的 方法 等 分 为 两 个 小 闭 区 间 ， 再 从 中 选 出 一 个 小 闭 区 间 , 使 得 f(z) 
在 该 小 区 间 4 上 无 界 . 这 种 步骤 可 以 不 断 地 继续 下 去 ， 于 是 我 们 得 到 一 列 闭 区 间 
{4n}, 满足 


a+b 


AMi DD Ay Ds DA Dr 
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并 且 4 的 长 度 
dAn) = 0 (no0), 
于 是 由 区 间 套 定理 可 知 ， 存 在 5e 站 An c [es 可 


另 一 方面 , 由 f(x) 在 点 上 处 连续 可 知 , 存在 6 > 0, 使 fz) 在 (和 -55+6)n[a,O 
内 有 界 ; 但 由 于 和 ce 4， (n=1,2,.…), 且 


lim d(An) = lim 2—20, 
no0 no00 27 


所 以 当 n 充分 大 时 , 必 有 An C (£6,€+6)n[a,0b]. 由 此 推出 f(z) 在 人 -0 5+o)n[a, 
内 有 界 ， 但 在 其 内 的 一 个 闭 子 区 间 A,, 上 无 界 ， 了 矛盾 . 

证 法 三 : 反 证 法 (用 致密 性 定理 ). 

假定 f(z) 在 [a,b] 上 无 界 ， 则 对 vn e 2Z+, 存在 ze [a,0], 使 得 


|f (zn)| > mw， 


于 是 得 到 点 列 {zn} C [a,4]. 根据 致密 性 定理 ， 存 在 {zn} 的 收敛 子 列 {zn}, 故 存 
在 5e [o, 中 使 得 5= lim zw, 于 是 由 f(z) 在 点 & 处 连续 可 得 


dim f (Tn) = f(é). 


男 一 方面 ， 由 |f (zn,)| > mk (Ke Z+) 可 得 im f(znm)= 0%, 这 与 上 式 矛 盾 . 
证 法 四 : 直接 证 明 (用 确 界 存在 定理 ). 
由 f(z) 在 点 a 处 右 连续 可 知 ， 存 在 6 > 0, 当 a 和 rz 和 a+5 时 ， 有 
|f(z)| <1+|f(a)| = Mo, 
这 说 明 f(z) 在 [aa+5] 内 是 有 界 的 ， 或 者 Sp A < 十 co. 
QQ 十 
记 


E={t|sup{f(r)} <+o%,a<t<b), 
[a,t] 


则 易 知 是 非 空 有 界 集 ， 根 据 确 界 存 在 定理 ， 存 在 常数 9, 使 得 9 = sup 五 . 
显然 <b, 下 证 8=5b. 
事实 上 ,假如 6 <5b, 则 由 f(z) 在 点 9 处 连续 可 知 ， 存 在 61 > 0, 使 f(z) 在 闭 
区 间 [8 一 61,5 二 61] C [a,9] 内 有 和 界 ， 从 而 elf tl) < +co, 这 与 8 为 五 的 上 


确 界 矛 盾 . 
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例 1.8.2 设 {f(z)} 在 [人 上 处 处 收敛 ,， 并且 {f(z)} 在 [oj 上 一 致 有 界 ， 
即 存在 M > 0, 对 一 切 zx€ [a,9] 及 Vn eZt, 有 | 用 (xz)| < MM, 求证 {f(z)} 在 [a 
上 一 致 收敛 . 

证 明 证 法 一 : 直接 证 明 (用 有 限 履 盖 定 理 ). 

设 = 是 任意 给 定 的 正 数 , 对 VY zo € [a,09], 由 {f(x0)} 收敛 可 知 , 存在 No € 2Z1+， 
使 得 当 m > n> No 时， 有 


[fa(z0) — fn(zo)| < 2- 
取 00 = i 则 对 VrE (zo 一 00, To 十 00)， 当 m2>n>No 时 ， 有 
|fn(z) 和 fm(z)| < |Lfa(z) > f(s) 一 [co) 过 fm(zo)]| 于 | 户 (zo) fan (xo) 
< IO -Fhe -zolt+ 3 <2M. 7 +3 = 


由 此 可 知 ， 对 [a,9] 上 的 每 一 点 x', 都 有 正 整 数 N' 和 开 区 间 (z 一 6',x' 十 0)， 
使 得 对 Yze(z 一 6',z' 十 0), 当 mm>n>N' 时 ， 有 


|fn(7) EE fm(z)| < EE 


所 有 这 样 的 开 区 间 显 然 履 盖 住 了 区 间 [a,0], 根据 有 限 覆 盖 定 理 ,， 存 在 其 中 的 有 限 个 
开 区 间 (x1 一 61,Z1 十 01), (ZT2 一 02,T2 十 602), … ,， (Ts —0s, Ts ++ 0s), 它们 同样 覆盖 住 
了 [oa 并 且 对 Vxe (zi 一 6i,Zi 十 0i), 当 mn> Ni 时， 有 


[fn(2) = fm(7z)| <E. 
取 N = max{N ,Na ,Ns}, 则 当 m n>NN 时 ， 对 一 切 ze [a,0], 都 有 
| 把 全 一 | 入 局 
即 {fitz)} 在 [co ,可 上 一 致 收敛 . 
证 法 二 :， 反 证 法 (用 致密 性 定理 ). 
假如 {f(z)} 在 [a, 中 上 非 一 致 收 僵 ， 则 存在 so > 0 和 正 整 数列 {mx}，{nx} 
及 点 zi E [a,0b], 使 得 当 上 二 00 时，mg 一 co ANK 一 co, 且 
[as (zk) 人 fm (Tk)| 之 E0 (k a 1,2, Ee 3 


于 是 得 到 点 列 {zx} C [a, 四 . 根据 致密 性 定理 ， 存 在 收敛 子 列 ， 为 书写 方便 ， 不 妨 
假定 这 个 收敛 子 列 就 是 {zx} 本 身 ,， 记 & = lim zx 


1.8 关于 利用 实数 空间 基本 定理 证 明 问 题 的 几 点 注释 .61 . 


设 s 是 满足 条 件 0 < s < so 的 任意 正 数 ， 由 {f(x)} 在 点 上 处 收敛 可 知 ， 存 在 
NeZt, 当 m >n>N 时 ， 有 


|fra(é) fm(é)| < > 


又 由 = Jim zx 可 知 ， 存 在 K€ 2+, 使 得 当 大 > K 时 ， 有 |zxk 一 引 < 日 


mk > N, nk > V, 于 是 
E0 < lf 2 = fr 
& |[fin (BE) — rir (LE)] = 一 JE 
< |fn. (7) — fr (Mzr — dl 天 <2M. 


ol + fn (é) — fn (EO) 
AN7 Sh 5 二 
这 与 = < so 矛盾 . 

例 1.8.3 设 f(z) 在 区 间 [外 上 的 每 个 有 理 点 连续 ， 求 证 ， 至 少 存 在 [中 上 
的 一 个 无 理 点 ， 使 f(z) 在 该 点 连续 . 

分 析 这 是 一 个 典型 的 “ 找 点 ”问题 ， 可 以 考虑 利用 区 间 套 定理 把 它 “ 套 住 ”. 

我 们 所 要 找 的 点 需要 满足 两 个 条 件 : 第 一 ， 它 必须 是 无 理 点 ， 第 二 是 f(z) 在 
该 点 连续 因此， 在 构造 区 间 套 时 应 当 遵循 这 样 两 条 原则 : 

1) 逐次 排除 有 理 点 (由 于 有 理 点 是 可 列 的 ， 这 是 容易 办 到 的 ); 

(2) f(z) 在 该 点 的 振幅 应 当 等 于 零 ， 因 而 必须 使 f(z) 在 构造 的 各 个 小 区 间 上 
的 振幅 逐次 减 小 并 趋 于 零 . 

证 明 假设 [a,9] 中 的 全 部 有 理 点 已 经 排列 成 


i ge 1 i (*) 


首先 ， 在 [中 中 取 rx, 关 7 根据 f(z) 在 点 mw, 的 连续 性 ， 可 以 找到 51 > 0， 
满足 : 对 Vzea4li = [Fw 一 :077 十 91 ] C [a, 外， 有 


1 
(0) = Flr) < 3 
HB 261 < 3(0—a), rigAi. 
其 次 ， 在 A1 中 再 取 rn 关 72; Tns 关 Tni, 根据 f(x) 在 点 rw 的 连续 性 ， 可 以 
找到 6。> 0, 满足 : 对 Vre A2= [rs 一 652,7n 十 62] C Ai, 有 


f(z) - flrna)l < 3 


且 26s < 了 (6 一),r2, rm 均 不 含 在 42 中 . 
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显然 按照 这 种 办 法 可 构造 出 闭 区 间 列 {4A,}, 满足 ， 
(1) Ar DAs Do DA Ds 

(2) da =264 < 让); 

(3) 当 =e 4x 时 ， 有 |f(z) - ft) < 去 ; 


(4) 人 中 不 含有 所 和 人 及 rnyrna ) 77 _1 ( 访 宇 12): 
根据 区 间 套 定理 可 知 ， 存 在 上 e Ak (k= 1,2,…), 于 是 由 (1) 与 (2) 可 得 


[€—rn| < oe (ER=12…). 


先 证 上 是 无 理 点 . 

假如 是 有 理 点 ， 那 么 它 必 出 现在 点 列 (*) 中 , 设 £ = rw, 于 是 由 区 间 套 的 构 
成 可 知 ， 当 大 > N 时 ， rv g Aw. 这 与 6e 站 4x 矛盾 ， 因 此 & 必 为 无 理 点 . 

再 证 f(z) 在 & 点 连续 . 

对 Ve > 0, 选取 满足 条 件 3 < 。 的 正 整数 上 及 5==54 一 上 一 rn.| > 0, 则 当 
lz 一 引 <6 时 ， 有 


= | = | 


于 是 由 条 件 (3) 可 知 ， 当 |z -<5 时 ， 有 


1 1 


fl) ~ FO < Fo) — firs)l + fen) — FO < 让 + 让 = < 


习题 1.8 


1.8.1 用 区 间 套 定理 证 明 实数 空间 的 其 他 6 个 基本 定理 . 

1.8.2 设 f(z) 在 [a,0b] 上 连续 , 且 f(a) < 0 < 了 (2b), 求证: 存在 es (au 使 JE) =0, 且 
当 z€ (8&,0] 时， f(x)>0. 

1.8.3 用 区 间 套 定理 证 明 如 果 f(x) 在 [a,b] 上 是 上 半 连 续 的 ， 则 f(z) 在 [a,5b] 上 存在 最 
大 值 . 

1.8.4 下 面 的 命题 及 其 证 明 是 否 正确 ? 为 什么 ? 

命题 设 f(z) (n = 1,2,… ) 在 [a,b] 上 连续 ， 并且 处 处 收敛 于 连续 函数 f(z), 则 {f(z)} 
在 [a, 0] 上 一 致 收敛 于 f(zx). 

证 明 设 s 是 任意 给 定 的 正 数 ， zo 是 [wj 上 的 任意 一 点 ， 由 户 (zo) 一 f(z0) (n 一 oo) 
可 知 ， 存 在 N = N(s,zo), 当 史 > N 时 ， 有 


| 户 (zo) — f(xo)| < <. 


习题 1.8 63 . 


又 因为 f(z) 及 f(z) 都 是 连续 函数 ， 根 据 连续 性 的 定义 可 知 ， 存 在 5(zo) > 0, 使 得 当 
ZEw4o=(rzo 一 0zo 二 0), 且 mm> N(szo) 时 ， 有 


fale) = f(a)] = [fr(eo) = fleo)]l < e. 
从 而 有 
|fn(z) — f(z)| < 2e. 


由 于 [a,8] 上 的 每 一 点 都 存在 上 述 那 种 开 区 间 4A, 而 所 有 这 些 开 区 间 显 然 覆 盖 了 区 间 [a, 可 . 
根据 有 限 覆 盖 定 理 ， 存 在 有 限 个 开 区 间 Ai, A2,… ,4。, 它们 同样 覆盖 了 区 间 [a,b]. 在 每 一 个 
这 种 开 区 间 Ai(1 < is) 上 ， 当 n> Nezi) 时 ， 都 有 


|fn(z)— f(z)| < < 


记 N = max{V(e,zl)，N(eza), … ，N(ezs)}, 则 当 交 > N 时 ， 对 Yz Ee [a,0], 必 有 满足 条 
件 1<<igs 的 正 整 数 i, 使 得 Ze Ai, 于 是 


[fn(7)— f(z)| < < 


这 就 证 明了 { 户 (z)} 在 [a,6] 上 一 致 收敛 于 f(z). 
1.8.5 设 f(x) € Cla,b], M = ax {f(z2)}, m = win, {f(z)} (m < M), 求证 : 存在 区 
间 [a, 8] C [a,9], 满足 : 


(1) f(a) = M, f(8)=m 或 f(a)=m, f(8)= Mi 
(2) 当 z € (a,B) 时 ，m < f(x)<M. 


1.8.6 设 (7z) e Cla,0] (n= 1,2,…), 对 每 个 ze [a,0], 存在 M。 > 0, 使 
Ifn(z)| < Ms (n=1,2,..……). 
求证 ， 存 在 区 间 [a,8] C [a,] 和 MM > 0, 使 
| 户 (z)| 和 M (agzr Bp,n=1,2,..…). 
1.8.7 设 f(z) 在 [o, 避 上 有 定义 ， 且 在 每 一 点 处 函数 f(z) 有 极限 (在 区 间 的 两 个 端点 处 只 


能 有 单 侧 极限 ), 求证 f(z) 在 区 间 [a,8] 上 是 有 界 的 . 

1.8.8 设 {zn} 是 有 界 数列 ， 且 任何 收敛 子 列 都 有 相同 的 极限 值 a, 求证 数列 {zn} 也 以 a 
为 极限 . 

1.8.9 设 f(z) 在 [外 上 连续 ， 且 在 [a,b) 上 存在 右 导数 丹 (z), 求证 : 


(GD 着 Hg) > 7(a), 则 存在 5 s (有 使 得 并 (9) > 区， 


(2) 着 j) < fo), 则 存在 6s (a,b), 使 得 所 (6) < 区 人 由 
(提示 ， 作 畏 助 函数 . ) 
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1.8.10 设 f(z) 为 [0,+eco) 上 的 有 界 连续 函数 ， 且 对 Ya e (-co, +oco), 方程 f(z) = a 在 
[0,+ce) 上 只 有 有 限 个 根 或 无 根 ， 求 证 “lim f(z) 存在 . 
1.8.11 设 f(z) e Ca 中, 且 f(z) 无 极 大 值 点 ， 求 证 f(x) 只 存在 以 下 两 种 情况 : 
(1) f(z) 在 (a,b) 上 单调 ; 
(2) 存在 ro € (a,5b), 使 得 f(x) 在 (azo) 内 下 降 ， 在 (zo,pb) 内 上 升 ， 且 zo 为 f(z) 的 最 
小 值 点 . 
1.8.12 设 ftz) e Cla,], f(a) < f(0), 且 对 Vx Ee (a,b), 极限 
二 = 
Me 
存在 ， 求 证 ,至少 存 在 一 点 & € (a,5), 使 天 (5) > 0, 其 中 天 (z) 称 为 f(z) 在 z 点 的 Schwarza 
导数 ， 即 


(提示 先 考虑 f(a) < 0 < f(b) 的 情形 . ) 


@ Schwarz, 许 瓦尔 效 ， 1843 一 1921, 法 国 . 


第 2 章 Abel 方法 


Abel 方法 是 一 种 著名 的 分 析 技 巧 , 它 包 括 Abel 变换 ( 即 分 部 求 和 公式 ) 、Abel 
引 理 和 Abel 的 级 数 求 和 法 . Abel 方法 是 级 数 收敛 性 判别 法 和 广义 积分 收敛 性 ( 包 
括 一 致 收敛 性 ) 判别 法 的 重要 依据 . 


2.1 Abel 变换 与 Abel 引 | 理 


设 有 两 组 数 {ak} 与 {bx} (R = 1,2,… ,mMm), 记 Bk 二 三 十 bo 十 … 十 bk， 则 
bi = by = By — Bi 人 bn = — Bt 于 是 


2 arbk = a1B1 + 2 ar(Br — Be-i1) 
玫 研 了 = 


7 mm 
三 Qa1Bi 十 CarBr = pa ar Br-1 
类 一 
mm 


= arBr 一 和 Qk+1Bk = QamBm 一 3 Bk(ak+l 一 Qk). 


R= 


这 就 是 著名 的 Abel 变换 . 
车 令 Aax = ak 一 ak (k= 二 1,2,… ,m) (Aax 称 为 差分 ), 则 Abel 变换 可 写成 


772 


By- 1 三 =QnB i, 到 Br Aarx (ABo 一 bi1). 


注意 此 式 的 形式 ， 它 与 分 部 积分 公式 很 相似 ， 因 此 ， Abel 变换 又 称 为 分 部 求 和 公 
式 ， 它 在 计算 有 限 和 时 是 很 有 用 的 . 
例 2.1.1 计算 和 式 5S = > 1 
天 二 


n n=] 
$= DR = DAB =nBn — DBrAR 
kK-=1 


n—l n—l 
王公: 人 ) 一 有 三 02 一 2 入 有 一 > 大 


| R= k==1 
二 03 Dn et 
2 
所 以 
省 十 1)(2n 十 1) 
sot 
9 6 


k=1 
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例 2.1.2 计算 和 式 


S=sin0+2sin20+:.*+nsinng (0 < 90 < 27). 
解 当 9=0 时 ， 显 然 有 5S = 0. 下 面 假定 0<0<27, 并 记 


cos 一 COS (8 十 3)9 


Bi = sin0 + sin20+-:…:++sink0 = (k= 1,2,..…. ,n), 


2sin 
则 由 分 部 求 和 公式 得 
FB 


9 = 人 Nasinkg Ss 3 一 nB, es 
k=1 k=1 k=1 


也 


cos 一 COS (n 十 3)9 neo 一 COS (人 十 5)4 


人 
i k=1 i 
2Sin 7 2 sin 5 
0 1 
cos~—ncos(n+t+=|)0 1 n-l 1 
= 2 ( 5 十 >》 ，cos (k+3)0. 
oa 2sin 0 #1 4 
2 2 
又 由 于 
了 一 1 07n 二 1 日 7 一 1 
cos | 有 十 二 1)0 =cos 一 cos k0 一 Sin 一 sin KO 
之 ( 3) > 亡 > 亡 
. 1 0 1 
_ .0 sin (n=3)e 1 i Cos3 — COs (n-3)e 
2 oii 2 2 2sin 一 
2 2 
_ sinng x sed 
2Sin 一 2 


将 其 代入 到 3 的 表达 式 中 ， 并 简化 得 
(n+1)sinng —nsin(n+1)0 
4 sin? 3 
Abel 变换 除了 在 求 和 当中 的 应 用 之 外 , 更 重要 的 是 给 出 了 一 种 对 和 数 > QU 
二 1 
进行 估计 的 方法 ， 那 就 是 下 面 的 Abel 引 理 . 
设 al > az >…:> an 之 0, bi1, b2,.… ,bm 是 任意 一 组 数 ， 记 


k 
Bi = OD (k= 


i=1 


2.1 Abel 变换 与 Abel 引 理 “ 67: 


若 存 在 数 Qa 和 6, 满足 a < Br < 6B (k=1,2,… ,m), 则 由 Abel 变换 可 得 


m mo—1 


be = = QamBm 一 总 Br Aax 
< ampb+t+b oa (OK 二 Qk+1) 三 :2 就 及 十 bla = Wn) = 而 肥 
万 = 


同 理 可 证 


772 
Dy arbk 过 alaQ. 
k= 


综 上 可 得 


Qai0Q < > axrbr < al10. 
k=1 


这 就 是 著名 的 Abel 引 理 . 
在 上 述 推导 过 程 中 ,车 将 条 件 a < Bi < 6 改 为 |Bi| < M (k=1,2,… ,m), 则 
有 不 等 式 
| 二 ant <aiM. 


若 将 条 件 ol > aa > … 
而 条 件 |Bk| < M (k 


-之 am 之 0 改 为 a1 a2>…>Zam 或 al < as < anm, 
2 


i i 不 变 ， 则 可 得 


三 ostt| < < (la| + 2lam)n 


例 2.1.3 已 知 有 两 个 数列 {an} 及 {bn}, 记 Aan = ant1 — An, A?an 二 A(Aa), 
Bn=b+bt+ +b, (n= 1,2,..). 


(TY 若 Aan <0(n=1,2,…), 且 级 数 yi 收敛 ， 求证 二 "Am 收敛 . 
了 一 1 


Le 
(2) 者 A2an 专 0 im an =0, 而 lim anBn 及 lim 2(B 二 Bo 十 … 十 Bn) 均 
存在 且 有 限 ， 求证 二 ob 收敛 . 


证 明 (1) 由 Po < 0 可知， {an} 单调 减少 ， 并 由 im an = 0 (级 数 收敛 的 
必要 条 件 ) 可 知 ， un > 0 (n = 1,2,…), 于 是 由 Abel 变换 公式 可 得 


n n 人 一 1 
Dak= Dar"1=nan= ,kAog: 
= Bs k= 


又 因为 二 wm 收敛 ， 且 {an} 单调 ， 所 以 有 lim man = 0， 从 而 


n=1 


n~—1l OO 
lim: 全 
| n=1 
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即 级 数 和 mAaw 收敛 . 


n= 


(2) 对 六 akpk 应 用 两 次 Abel 变换 公式 可 得 


k=1 


n n—l 
> CD 一 anB, Sa 和 BrAaxr 
Lh! 


n—1l 


= wn Bi = AlGn 1 效 万 人 十 a Bi+B2+:. + Br)A?ax 


n=1 


= anBn 一 (人 人 一 1)Aa 1- (Ce 2 Bi) + ba le 巧 | .kA?2ax. 
k=1 
由 im Cam 三 0 日 可 知 ， Aan 收敛 ， 再 由 从 Un 太 <0 及 (1) 的 结论 可 知 ， 3 NA?2a, 
Ue | 入 二 1 
, , 六 
绝对 收敛， 且 im mAa, = 0. 根据 题 设 可 知 数列 { 汪 一 一 -一 一 一 } 是 有 界 
的 ， 从 而 级 数 
oo a 
> (= 二 已 ; Ey :A Bit+bt+.:+ Bn mA-an 
Wl ys n=1 n 
绝对 收 僵 ， 旦 
ir Bit+B2t+. :+ Bn (n— 1)Aani = 0, 
no00 ye 
于 是 有 
lim es 笃 Jim_ anBn, 十 St Bi + Bz + :+ Bn)A?an, 
人 es 三 了 好 二 工 
因此 ， 级 数 S 收敛 . 


(1 
习题 2.1 
2.1.1 设 an (n==1,2,…) 为 n 的 上 次 多 项 式 ， 求证 A"an = 0 (mm = 大 十 1 天 十 2…). 
2.1.2 设 5S(n,m) = Dum ln, m= 1,2,.…). 
(1) 求证 ，S(n,m) 有 如 下 递 推 关系 式 ， 


(1+m)S(n,m)=n™"(nN+m)— 三 Ci lS(n— 1,2), 


其 中 当 m = 1 时 ， 右 端 第 二 项 略 去 . 
(2) 求 出 S(n,3), S(n,4). 
2.1.3 求 出 和 式 SO 0s :十 ncosng6. 
2.1.4 设 正 项 级 数 > an 收敛 , 求证 : ,im - > kakx = 0, 并 由 此 推 证 如 下 结论 : 若 DS an 


n= k=1 =} 


收敛 ， 且 {an} 单调 ， 则 lim nan = 0 
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2.2 Abel 方法 在 级 数 收敛 性 判别 中 的 应 用 
在 本 节 中 ， 我 们 将 给 出 Abel 变换 公式 和 Abel 引 理 在 判别 级 数 收敛 性 方面 的 


用 ， 建 立 著名 的 Abel 判别 法 与 Dirichlet? 判别 法 
2.2.1 数 项 级 数 收敛 性 的 判别 法 
我 们 先 给 !} 1 一 个 大 家 所 熟悉 的 关于 级 数 收敛 性 的 Cauchy 收敛 原理 . 
定理 2.2.1 级 数 二 mw 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 Ve > 0, 存在 Ne 2Z+; 当 


n=:1 


n> N 时 ， 对 一 切 pe 2Z1+, 有 
n+p 
2 ak 


二 n+1 


根据 Cauchy 收敛 原理 ， 要 想 判别 级 数 > anbn 是 否 收敛 ， 需 要 估计 有 限 和 


SR 


n= 二 1 


nn 十 PD 
Dantibntt (VYpE Dt 


> axrbx = 
大 二 三 
2,.…), 由 Abel 变换 得 


记 互 ,三 册 十 如 十 十 bn (n= 
了 一 1 
antp( Bandtw -> Ba | 不 之 (已 于 Ba)(anigR Qnt+k+t+1) ) 
C= 
充分 大 以 后 )， 可 通过 如 下 的 两 个 途径 实现 . 
M, n=1,2,…), 且 ba 收敛 ,根据 


4 n> NV 时， 对 一 切 pe Zt+, 有 


p 
> Qntkbntk < 
k=1 


要 使 上 面 不 等 式 的 右 端 能 够 任意 小 (n 
其 一 ， 若 {an} 单调 有 界 (不 用 妨 设 lan| < ~ 


Cauchy 收敛 原理 可 知 ， 对 Vs > 0, 存在 NN€ Zt 


虽 | = [Dnt1 十 Dnt2 中 er b+p| < 5， 


[Bits=B 
于 是 当 n > N 时 ， 对 vpeZt, 有 


n+p 入 一 上 
> kt <eM+ie > | te Qntk+1| 二 EM 十 |an+1 J an+tp| < 3Me 
Wl 


k= 二 nn 二 +1 


从 而 级 数 江 anbn 收敛 . 
们 一 去 
其 二 ， 若 {an} 单调 ， 且 Hn an A 0， 而 0， 为 有 界 数列 (不 妨 设 [Bl 
Mn 二 1,2,…), 根据 极限 的 定义 可 知 ， 对 Ve > 0, 存在 NEeZt, 当 n>NN 时， 有 
lan| < s, 于 是 当 m > N 时 ， 对 一 切 Pe 2+, 有 


ni+p p—1 
Si bx| < 2Me + 2M VY |ansk — antpt1 
业主 


k=n+t1 


Q@ Dirichlet, 狄 利克 雷 ， 1805 一 1859, 德国 . 
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一 2ATE 十 2M|an+1 es 市 < 6M Ee. 


由 Cauchy 收敛 原理 可 知 ， 级 数 二 ob 收敛 . 
通过 上 述 的 讨论 ， 我 们 分 别 得 到 了 下 面 的 
定理 2.2.2 (Abel 判别 法 ) 
设 数列 {an} 单调 有 界 ， 且 级 数 ba 收敛 ， 则 级 数 并 on 收敛 . 
定理 2.2.3 (Dirichlet 判别 法 ) 
设 数列 {a,} 单调 趋 于 零 ， 且 级 数 ba 的 部 分 和 数列 {B,} 有 界 ， 则 级 数 


Qanbn 收敛 . 


n=1 


这 两 个 判别 法 还 有 着 如 下 的 关系 : 从 Dirichlet 判别 法 可 以 推出 Abel 判别 法 . 
事实 上 ， 由 Abel 判别 法 的 假设 可 知道 数列 {an} 是 收敛 的 . 设 im Qn = a, 根据 


Dirichlet 判别 法 知 级 数 二 一 qa)b。 收 伍 ， 于 是 由 


全 nb = > (on — bn + a Db 


可 知 ， 级 数 anb 收 全 


例 2.2.1 设 {fa,} 单调 趋 于 零 ， 求 证 : 级 数 二 an sin7m0 和 > an cos70 均 收 
敛 ， 其 中 0 < 0 < 27. 

证 明 我 们 仅 对 第 一 个 级 数 给 出 证 明 ， 另 一 个 级 数 的 证 明 请 读者 参考 下 面 的 证 
明 自 己 给 出 . 

记 bn = sinmb, 根据 恒等式 


0 1 
COS ~ 一 COS (n+ 5)9 
sin0 十 sin20 十 …: 十 Sin7m0 = 二 


6 
2sin 二 
Sn 
可 得 i 
IBnl= |>6| < —g = (0 < 0 < 27), 
大 二 1 0 


2sin 5 sin 3 


于 是 由 Dirichlet 判别 法 可 知 ， 级 数 2 an sinng 收敛 . 
例 2.2.2 讨论 级 数 二 si Ce 1 ;) 及 > COS (n+ 二 ;) 的 收敛 性 (p > 0). 
解 先 讨论 第 一 个 级 数 


2.2 Abel 方法 在 级 数 收敛 性 判别 中 的 应 用 
由 三 角 公 式 可 得 


二 二 1 
-一 Sin (n 下 
np n?p 


) 三 二 sinncos 泪 十 二 cosnsin 六 
于 是 根据 例 2.2.1 可 知 ， 级 数 Dole 


2 cosn 
及 人 


均 收 敛 . 
又 因为 cos 二 e sin 广 关于 ?7 的 所 以 由 Abel 判别 法 可 知 ， 
级 数 > sinn 


cos 二 Si 二 COSN 


sin 5 


级 数 EL sin(n 十 二 ) ee 


二 都 是 收敛 的 ， 于 是 由 级 数 性 质 可 知 ， 
下 面 来 讨论 其 绝对 收敛 性 . 


当 p > 1 时 ， 两 个 级 数 显然 都 是 绝对 收敛 的 ， 当 0 < p < 1 时， 由 于 


1 ,9 下 
[sin (n+ 三 ) SID” ( 
EN 


1 
na 十 三) 1 一 cos2(m+ 二 
np n? 加 27P 
而 级 数 5-5 发 散 ， 2 


cos2 (n+ 广 ) 收敛 ,所 以 级 数 世 志 | (n+ 去 ) 
发 散 ， Oe 级 数 学 去 sin (n+ 去 ) 是 条 件 收 全 的 


类 似 可 证 ， 当 0<p<g1 时， 第 一 个 级 数 条 件 收 全 
例 2.2.3 证 明 级 数 i 


ee 收敛 . 
证 明 令 人 Son = bn = sinn, ps (n=1 
1 
可 知 ， 


2， es 则 由 例 2.2.1 
[Bal < 一 
sin = 


并 由 收敛 数列 平均 值 的 极限 ( 见 例 1.1.7) 这 一 性 质 立 即 可 得 


. 1 下 
lim. an = lim -( 
nOo0 


1 1 
1+3++-)= lim 一 =0 
no0 Nn 2 Nn no0 Nn 
又 对 每 一 个 ne 2+, 有 
1 nt+11 1 2 1 1 n+l17, n 
A 7 十 I 加 党 天 二 n(n 十 1) (2 k 一 ) 
1 Nn 0 1 2 
n(n+1) (3 下 4 = 


1 1 
n(n i 1 本 人 
综 上 可 知 ， 数 列 {a,,} 单调 趋 于 零 ， 且 级 数 六 如 的 部 分 和 数列 {Bs} 有 界 
于 是 由 Dirichlet 判别 法 可 知 ， 原 级 数 收敛 


ma 
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2.2.2 ”水 数 项 级 数 一 致 收敛 性 判别 法 

关于 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 判别 ， 也 存在 着 类 似 定 理 2.2.1 的 Cauchy 一 致 
收敛 原理 ， 即 

定理 2.2.4 函数 项 级 数 二 ) 在 区 间 了 工 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
VE>0, 存 在 NeZ+， 要 元 总 站 本 对 一 切 pe2Z+ 及 VzeEeT 有 


根据 Cauchy 一 致 收敛 原理 , 仿照 前 一 段 中 的 讨论 我 们 可 以 得 到 关于 函数 项 级 
数 一 致 收敛 的 Abel 判别 法 和 Dirichlet 判别 法 . 

定理 2.2.5 (Abel 判别 法 ) 

设 an(z)， bn(z) (n = 1,2,…) 都 在 区 间 上 有 定义 ， 且 满足 : 

(1) 函数 项 级 数 并 bn(z) 在 工 上 一 致 收敛， 

(2) 对 每 一 个 x e 对 应 的 数列 {an(z)} 单调 ， 

(3) 函数 列 {an(z)} 在 工 上 一 致 有 界 ， 即 存在 常数 M > 0, 使 得 对 Vne Zt 及 
VzET 有 

|an(z)| < M, 


则 函数 项 级 数 二 om 人 ba(z) 在 区 间 7 上 一 致 收敛 . 
定理 2.2. ee (Dirichlet 判别 法 ) 
ee 中， 区) n= 二 1,2,…) 都 在 区 间 T 上 有 定义 ， 且 满足 : 
) 函数 项 级 数 Dhle ) 的 部 分 和 构成 的 函数 列 {Bn(z)} 在 了 上 一 致 有 界 ， 


(2) 对 每 一 个 ze 对 应 的 数列 {an,(z)} 单调 ， 
(3) 函数 列 {an(z)} 在 工 上 一 致 收 敛 于 零 , 即 对 Vs > 0, 存在 We ZT+, 使 得 当 
n>N 时， 对 vzelT, 有 


lan(: r)| <&, 


则 函数 项 级 数 an( ZT)bn(7z) 在 区 间 了 工 上 一 致 收敛. 
上 述 3 个 定 : 理 中 的 区 间 了 可 以 是 有 限 或 无 限 区 间 , 也 可 以 是 开 区 间或 闭 区 间 ， 
还 可 以 是 半 开 半 闭 区 间 . 
例 2.2. 设 数列 {a,} 单调 趋 于 零 ， 求证 : 对 任意 满足 条 件 0<e<7 的 a, 函 
数 项 级 数 Do sinnz 及 5 Co 在 [e,27 一 2] 上 一 致 收敛 . 


n=1 


证 明 证 二 {an} 与 无关， 因而 它 关 于 z 一 致 收敛 于 零 ， 
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又 因为 对 Vee (0,7), 当 ze [se,2r 一 e] 时， 有 


2 1 
2sin in 
3 "5 


|sinz 十 sn2z 十 …: 十 Sinmz| < 


所 以 由 Dirichlet 判别 法 知 ， 函 数 项 级 数 an sinnz 在 [e,27 一 = 上 一 致 收敛 . 
类 似 地 可 证 明 ， 函 数 项 级 数 > ancosnz 在 [e,27 一 2] 上 一 致 收敛. 
思考 题 如 果 将 区 间 换 为 [0， 27) 以 上 两 个 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 如 何 ? 


sin x sinnz 


例 2.2.5 求证 函数 项 级 数 沁 Re 在 0,+oc) 上 一 致 收 全 


证 明 令 an(x) = -万 二， 
2 E [0,+oo), 对 应 的 数列 {an(z)} 关于 n 是 单调 减少 的 ,并 由 |an(z)| < 万 可 知 ， 
函数 列 {an(7)} 在 [0,+co) 上 一 致 趋 于 零 . 

男 一 方面 ， 对 Vme2Z+, 当 zel[0,+ooz 关 267r (k= 二 0,1,2,…) 时， 有 


bu(zZ) = sinzsinnz (n = 12…) 则 对 每 一 个 


I 1 
| sin z|| cos 了 一 cos (n 十 5)z| 


[By{¥| 和 = | sin x sin kz 将 
ke 


?|sin = 
= |eos3||eos3 一 COS (n+ 5)z | 雪 必 
而 当 z = 2kr 时 ， |B(z)| = 0, 所 以 部 分 和 函数 列 {Bn(z)} 在 [0,+ec) 上 一 致 有 
界 ， 于 是 由 Dirichlet 判 I 别 法 可 知 ， ee [0,+co) 上 一 致 收敛 . 
例 2.2.6 讨论 函数 项 级 数 > )”!1z"(1 一 x) 在 区 间 [0,1 上 的 一 致 收敛 性 . 
解 信 硬 (人 三 识 但 一动 ， po( 2 = (— LE) > :Bal = 二 we (me 


则 函数 列 {Bn(z)} 在 [0, 1] 上 是 一 致 有 界 的 ， 并 且 对 每 一 个 2 € [0,1], 对 应 的 数列 
{an(z)} 单调 减少 ， 而 利用 求 极 值 法 还 可 证 得 


a 


nN 十 1 nn 十 1 


0 <an(r) < ss tn(B)} = (a 二 
故 {an(z)} 在 [0,1 上 一 致 趋 于 零 ， 从 而 由 Dirichlet 判别 法 可 知 ， 原 函数 项 级 数 在 
[0.1] 上 一 致 收敛 . 

注 在 上 面 的 证 明 中 , 如 果 令 an(z) = 2 bn(7) = (一 (一 7) (n= 1,2,.…)， 
则 部 分 和 函数 列 {B,(z)} 的 一 致 有 界 性 是 显然 的 ， 但 函数 列 {an(z)} 在 [0,1 上 非 
一 致 收敛 于 零 ， 因 此 不 能 利用 Dirichlet 判别 法 . 由 此 可 见 ， 正 确 地 分 解 函数 项 级 
数 的 一 般 项 是 很 重要 的 ， 这 一 点 应 提醒 读者 注意 . 
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男 外 ， 函 数 项 级 数 > 1)" xz"(1 一 2z) 还 有 一 个 有 趣 的 现象 : 该 级 数 在 [0, 1] 


上 是 绝对 收敛 的 ， 但 不 是 绝对 一 致 收 人 的 
事实 上 ， 若 令 Su(z) 表示 en( (1 一 zx) 的 部 分 和 ， 则 有 


Sn(z) = zl — 7"). (n= 1,2,.…), 


于 是 
[9S2n(E) =Sn(z)|= | = ) (人 三 二 :2.2 
由 于 
n+l\ 2 n+1 1 
up aol) Dols | ”2 十 eh 


所 以 由 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 可 知 ， z"(1 一 7) 在 [0,1] 上 非 一 致 收敛 . 


n=1 


习题 2.2 
2.2.1 0 
~ ~ n—l 7 十 2 . 
(1) Pe ~ n(n+1); (2) 站 pn 
(3) en (4) 3 (—1)"! cos T sin 二 


2 2 和: 设 二 mw 收敛 ， 讨 论 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


0 Sm Oo Yin 
(3) bo (4) E+ "on. 


2.2.3 设 {an} 为 单调 增加 的 有 界 正 数 数列 ， 求 证 级 数 沁 (1 - es- ) 收 全 


2.2.4 设 7 收敛 ， 且 lim nan = 0, 求证 ， 级 数 nAa;, 收敛 ， 并 且 
i no0 n=1 


二 mao =- Dar 


n=1 
2.2.5 对 数列 {an} 和 {bn}, 定义 Sn 二 Ql 十 Q2 十 …: 十 an (n = 1,2,…), 求证 : 
1) 若 {sn} 有 界 ， 2 IAP 收敛 ， 并 且 lim pn = 0, 则 级 数 2 nb 收敛 ， 且 有 


anbn = 一 > snAbn; 
n=1 


2) 若 总 an 与 光 |Abn| 均 收 剑 ， 则 级 数 学 anbn 也 收敛， 


2.2.6 设 {an} 单调 减少 趋 于 1, 且 
rt < QnQnt+2 (n = 1,2, 4 类 


求证 级 数 江 Im ( 生 Sa+2 ) 收敛 
n=1 Qn+t1 


2.2.7 设 {an} 单调 减少 趋 于 零 ， 存 在 常数 M > 0, 使 得 


~ 


Far-an) < M (n=1,2,...), 
k=1 


求证 级 数 六 nAa, 与 六 an 都 收 化 
三 1 n=1 
2.2.8 设 于 nas 收敛 ， 求 证， 对 任意 pe Z+, 级 数 六 kaik 收 化. 
师 王 到 k=1 
2.2.9 判断 下 列 级 数 的 一 致 收敛 性 : 


2 (1)” ee mn 一 1) 1 
1 一 一 一 0 < 过世 去 2 一 1 加 , |z| <a. 
人 i En (2) 2 ) Vn? +e-?® ele 


2.2.10 设 5 收敛 ， 求 证 级 数 yane—"” 每 二 oo 都 在 [0, 十 00) 内 一 致 收敛 . 
入 让 = 秆 二 


2.2.11 试 讨论 函数 项 级 数 缮 (一 1)"-1z"(1 一 z)* (a > 0) 在 区 间 [0,1] 上 的 一 致 收敛 性 与 
n= 
绝对 一 致 收敛 性 . 
(提示 分 别 对 a > 1 与 a < 1 两 种 情况 进行 讨论 ). 


2.3 Abel 方法 在 广义 积分 收敛 性 判别 中 的 应 用 


2.3.1 分 部 积分 公式 与 积分 第 二 中 值 定理 
设 f(z), g(7) Ee C'[a,0], 则 有 


fire Jo(ojdz = f(z)g(o)| -f re g(zjdz， 
或 记 为 


b 
raaoa = yaoa| = { sar) 
这 就 是 分 部 积分 公式 . 
定 积分 中 的 分 部 积分 公式 在 定 积分 计算 中 所 起 的 作用 是 众所周知 的 , 同时, 它 
对 证 明 某 些 积分 恒等式 与 不 等 式 也 是 很 有 用 的 ， 它 在 积分 中 的 地 位 相当 于 离散 变 
量 求 和 中 的 Abel 变换 公式 ， 这 也 可 以 看 作 是 离散 与 连续 的 一 种 转换 . 
我 们 在 第 2 章 第 1 节 中 ， 从 Abel 变换 出 发 ， 建 立 了 Abel 引 理 ， 下 面 从 分 部 
积分 公式 出 发 来 导出 积分 第 二 中 值 定理 .请 读者 注意 把 这 里 的 推导 过 程 与 Abel 引 
理 的 推导 过 程 相 对 昭 
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设 f(z) 在 [oa, 上 单调 减少 ， 且 f(b) > 0, jz) 与 g(x) 都 是 [a,b] 上 的 连续 活 


则 由 分 部 积分 公式 可 得 
b 
[sea g(z)dz = f(b)G OO- 上 G(z)f' (zr)dz, 


若 G(z) 满足 不 等 式 a < G(z) < B (a,B 为 常数 ), 则 由 f(z) 在 [中 上 单调 减少 可 
知 ， f(z) < 0, 于 是 


b b 
1 jz)g(z)dz = DG(D) -/ G(r)f' (rz)dr 


和 OF -af f(s)dz 
= Bf(b) ~ BLD) ~ (al = Bf(0). 
类 似 可 得 
| f(g)ar > af 
从 而 


b 
af(o) < { f(r)gtr)de < pH (#) 
如 果 把 条 件 a < G(z) < 8B 改 为 |G(z)| < M, 上 面积 分 不 等 式 变 为 


)g(z)dz| < Mgl(a). (**) 


不 等 式 (*) 实际 上 就 是 积分 第 二 中 值 定理 的 “前 身 ”, 在 许多 积分 估 值 问题 中 ， 
用 处 比较 多 的 正 是 这 种 积分 不 等 式 . 与 Abel 引 理 不 同 的 是 积分 第 二 中 值 定理 具有 
更 精确 的 等 式 形式 ， 这 是 因为 连续 变量 具有 介 值 性 . 现在 让 我 们 再 回 到 不 等 式 (*). 

若 取 a = whol 涪 : 桨 三 We )}, 则 当 f(a) 关 0 时， 有 


min{G(z Ef ra od mat le )}, 


[a,b] 


于 是 根据 连续 函数 G(z A 和 0), 使 得 


fs jdw 二 Ce ww/ f(z)g(z)d 
[ soar = 70 { gene, (xy 


即 
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若 f(a) =0, 由 f(z) 在 [a,9] 上 单调 减少 可 知 ， 等 式 (***) 仍然 成 立 (此 时 & 可 
以 是 (ab 上 任意 一 点 ). 等 式 (***) 就 是 所 谓 的 积分 第 二 中 值 定理 ,而 积分 第 二 中 
值 定理 还 有 其 他 表达 形式 . 例如， 车 f(z) 在 [a.8] 上 单调 增加 ， 且 f(a) > 0, f(z) 
与 g(z) 都 是 [o, 上 的 连续 函数 ， 则 存在 上 es (a,b), 使 得 


b b 
六 f(x)g(z)dzr = 7100) | g(z)dz. 
《 


如 果 只 要 求 f(z) 在 [a,] 上 单调 ， 不 要 求 其 保 号 ， f(x),g(z) 均 为 [w, 引 上 的 
连续 函数 ， 则 存在 . E (a,b), 使 得 


a & b 
| oar = 10 f sd +10 { otra 


应 当 指出 的 是 , 在 上 述 三 种 形式 的 积分 第 二 中 值 定理 中 , 其 条 件 可 适当 放宽 一 
些 ， 事实 上 ， 只 要 f(z) 在 [w 引 上 单调 (对 于 前 两 种 形式 还 要 求 保 号 ), 而 g(x) 在 
de ee ee ee 
进行 证 明了 . 
例 2.3.1 设 ftz) > 0, 且 g(z) 在 区 中 上 可 积 ， 若 存在 ce (a,0), 使 得 f(z) 在 
[a,q 上 单调 增加 ， 在 [c, 中 上 单调 减少 ， 求 证 ， 存 在 Eee [a,d, ye [c 中 使 得 


b 也 
f toas = 7 f ger 
a . 


证 明 由 积分 第 二 中 值 定理 知 ， 存 在 《 € [ac, 7 e [c, 可 ,使 得 


Ann = f(c) | sa 
/ Fa 19f | g(z)dz, 


于 是 
b 
f rate idz= f foto + { fon)ae 
一 dz 十 dw = f(6 . ZT)d7. 
=79f sndr + (9 人 vd 1O | gar 
例 2.3.2 求 lim | i 
mn 一 co Jnt1 
解 记 F(z) = (n+1<<z<2n), 则 f(z) 在 [n+1,2n] 上 连续 、 可 
导 ， 且 


一 jn(z 一 也) 


了 
f'(z) x 也 一 亿 
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令 wlz)= 一 -nz-mm+lszs2n), 则 op(z) 在 [n+1,2n] 上 连续 、 
可 导 , 且 
RE i . 一- < 人 Ly 
于 是 p(z) 在 [n++1,2n] 上 单调 减少 ， 并 由 
p(2n)=2—lInn<0<yp(nt+1)=n+l1 (>8) 


可 知 ， yp(z) 在 (n 十 1,2n) 上 有 唯一 根 . 这 说 明 f(z) 在 [n+1,2n] 上 有 唯一 的 极 值 
点 ， 即 存在 ce (n 十 1,2n), 使 得 f'(c) = 0, 进一步 可 验证 


jc) = max {f(z)}, 


[n+1,2n] 


并 且 f(x) 在 In ++1,c 上 单调 增加 ， 在 [c,2n] 上 单调 减少 ， 从 而 根据 例 2.3.1 的 结 
论 可 知 ， 存 在 上 em+lcl 及 mefc2m, 使 得 


2n Se a "” 
| Intz 一 中 in vdr -ce 一 中 由 sin zdz. 
: 6 


十 1 了 C 
由 上 式 可 知 ， 当 n > 8 时， 有 


2n 

1 一 1 一 21 

外 PE snode| = Ecosn — cosdl < nn 
n+l I C n 


》 


在 上 式 中 ,， 令 n 一 co, 得 
27 ln(z —n) 


nl 


lim sinzdz = 0. 
n+00 


例 2.3.3 设 ft)= 人 cos dt 且 f(0) = 0, 求证 : 
0 


lim f 27) — f(7) = 0, 
r 


Z 一 0 
且 f"(0)=0. 
证 明 当 z > 0 时 ， 由 定 积分 的 性 质 及 积分 第 二 中 值 定 理 可 得 


2 = 1 
(27) 一 f(z) = cos 计 和 于 = os udu 


a fe 1 1 . 
一 472 下 cosudu = 47? (sin€ 一 Sin 元 (we: 去 去 去 ， 


从 而 
f(27) — f(7) 
I 


1 
li = lim 4z(sin€ — sin—)=0. 
dim lim, rT(sin€ — sin Be 
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同 理 可 证 
lim f27) = fF(7) =0: 
T 一 0 一 
综 上 可 得 
站 79 =f -0 


并 由 例 1.2.1 可 知 ， 了"(0) = 
例 2.3.4 设 p<3, 求 证 Jim | 广 sin = dz = 0. 
证 明 对 vne Z+, 利用 积分 变换 及 积分 第 二 中 值 定理 可 得 


1 1 n 1 n 
一 sin 一 -dr = — / t? .sinnt: zdt= / t?™? sinntdt 
1 2? 1 t 1 


€ n 
= Wy sinntdt + ww sinntdt 
1 é€ 
业 
关 7(cosn 一 cosmE) +n? 3(cosn€é — cosn’) (1 <é€<n), 
由 条 件 p 一 3 < 0 可 得 ，。 lim "2 = 0, 从 而 


。 亿 
1 Sin 一 
dr=0. 
TP 


lim 
也 一 co J1 


2.3.2 无穷 限 广义 积分 收敛 性 的 Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 
十 co 
我 们 讨论 形 如 由 f(z)g(z)dz 的 无 穷 限 广义 积分 之 收敛 性 , 其 中 f(z) 与 g(z) 
在 任意 有 限 区 间 le, 引 (b > a) 上 都 是 可 积 的 ， 根 所 广义 积分 的 Cauchy 收 全 原理 可 
知 ， 广 义 积分 下 f(z)g(z)dz 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 Ve > 0, 存 在 4> a, 当 
A">A'> 4A 时， 有 


二、 党 


g(xz)dz 


十 cc 
若 要 判别 广义 积分 站 f(z)g(z)dz 是 否 收敛 ， 需 对 部 分 积分 人 7 全 旺 航 
出 估计 .由 积分 第 二 中 值 定理 可 知 ， 当 f(z) 为 单调 函数 时 ， ey 4 中 使 得 


fret 


é A" 
bajdz 十 FA) | a 


(4 sa fs vw)dz 和 g(z)dzl. 


+ |f(A")| 
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现在 的 问题 是 ， 当 水 充分 大 以 后 ， 如 何 使 不 等 式 的 右 端 任意 小 .下 面 的 Abal 
判别 法 与 Dirichlet 判别 法 回答 了 这 个 问题 . 

定理 2.3.1 (Abcl 判别 法 ) 

没 f(x) 与 g(x) 都 在 [a,+o0) 上 有 定义 ， 旦 满足 ， 

(D f(z) 在 [a,+o0) 上 单调 有 界 ， 

(2) 广义 积 1/ g(z)dz 收敛 ， 


则 广义 积分 三 :go(z)dz 收敛 . 
定理 2.3.2 hlet 判别 法 ) 
没 f(z) 与 g(z) 部 在 [ao +co) 上 有 定义 ， 且 满足 : 


0 flo) A too) LR, ee 0 
(2) gz) 在 任何 有 限 区 间 [6,0 (6 > 名 上 可 积 ， 且 F(z) = gliat 有 界 ， 即 
存在 W > 0, 使 得 对 Vx € [a,+o0), 有 


en) = | f su 


<M, 


十 oo 
则 广义 积分 / 交 丰 下 区 


例 2.3.5 设 p>0, 讨 论 Ee 广义 积分 三 ne /a 的 收敛 性 . 
解 p>1 时 ， 对 Vix€ [1, 十 oo), 有 


sin | 1 | GCOS 


Th | 


rp TP 


mn 时 收敛， 从 而 两 个 广义 积分 都 是 绝对 收敛 的 . 
pe 对 Vze [1, 十 00), 有 


ja sintdt, < 2, ‘a costdt 


而 二 单调 减少 ， 且 im 忆 二 0, 根据 Dirichlet 判别 法 可 知 ， 两 个 积分 均 收 敛 . 
另 一 方面 当 0<D 和 1 时 ， 对 YVzell+co), 有 


< 


sinz Ss sin2 z 加 COS 27 
rp Ir? 277? 27Pp 
而 /十 发 艇 ， 扩 ”SS 宇 dz 收敛 ， 故 广义 积分 [下 dr 发散， 从 


sinz 


六 dz 是 条 件 收敛 的 . 


而 当 0<p<g1 时 ， rm /~ 
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同 理 可 知 ， 当 0 <p < 1 时， 广义 积分 三: zdz 也 是 条 件 收敛 的 . 
例 2.3.6 ) gtz) € Oilo, ed 并 且 f(z) < 0. 如 果 广 
义 积 分 z)dz 收敛 ， 求 证 ; 


(1) 广义 积分 下 zjPtzjdz 收敛 


ee ta dt 
) 
证 明 (1) 由 f(z) < 0 可知， f(z) 单调 减少 ， 故 对 Vzxe (0,+co), 有 


27 史 
(Wdt < wf(E) < 2 / f(t)dt. 


又 因 广义 积分 站 zjdz 收敛 ， 所 以 由 Cauchy 收敛 原理 可 得 


27 wr 
pf 0 = ,fo Od = 


从 而 有 ,lm zf(z) = 
另 一 方面 ， 对 Y 4 > 0, 利用 分 部 积分 公式 得 


[sf a ea f(z)dr = Af(A )- {seas, 


于 是 由 广义 积分 收敛 的 定义 可 得 


十 co A 十 co 
zf' (rds = am 1 二 /todz| 二 -| f(z)dz, 


即 广义 积分 - zf'(z)dz 收敛 
(2) 由 (1) 中 证 明 可 知 ， ,lm f(z) = 0, 并 由 g(z) 有 界 及 


/ 0 
可 知 ， fre bdt 也 有 界 ， 于 是 由 Dirichlet 判别 法 可 知 ， [ss ) f(z)dz 收 伍 
另 一 方面 ， 对 V4 > 0, 由 分 部 积分 公式 得 
4 
人 f(z)g(z)dz = f(A)g(A) - f(0)g(0) - [ g'(z) f(z)dr 
0 0 


Q@ Ct*[a,0] 表示 区 间 [wb 上 具有 上 (ke 2+) 阶 连 续 导 数 的 函数 全 体 构 成 的 集合 . 当 把 [a,9 
换 成 其 他 区 间 时 ， 意 义 相同 . 
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于 是 由 广义 积分 收敛 的 定义 可 得 
十 oo A 
/rasmdz= a, [7090 = F0900) = { gra 
0 人 一 十 co 0 


十 co 
ee gd 


即 广义 积分 【J z)dz 收敛 . 


2.3.3 ” 带 参 变量 广义 积分 一 致 收敛 性 的 Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 
本 段 我 们 讨论 形 如 


人 f(x,t)g(z,t)dr (t€7) 


的 广义 积分 关于 参数 t 的 一 致 收敛 性 问题 ， 类 似 关于 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 的 讨 
论 ， 我 们 有 

定理 2.3.3 (Abel 判别 法 ) 

设 f(z,t) 与 g(z,t) 在 [a, 十 00) x 了 上 有 定义 ， 且 满足 : 

(1) 对 每 一 个 te 7 了 ,f(z,t) 关于 Zz 在 [a,+oo) 上 单调 ， 并 且 一 致 有 界 ， 即 存在 
M > 0， 使 得 对 Vz>a 及 vtel 有 |f(z,t)| < AM， 


ee gz,bdz 关于 t 在 了 上 一 致 收敛 ， 


刚 广义 积分 / g(z,bdz 关于 t 在 1 上 一 致 收敛 . 


定理 2.3.4 (Dirichlet 判别 法 ) 

设 f(z,t) 与 g(z,t) 在 [a,+0o) xT 上 有 定义 ， 且 满足 : 

(1) 对 每 一 个 te€ 了 ,f(x,t) 关于 zz 在 [ao,+eoo) 上 单调 ， 并 且 当 z 一 +co 时 ， 
f(z,t) 关于 t 在 TT 上 一 致 趋 于 零 ， 即 对 Ve > 0, 存在 4> 0, 当 zx> 4 时 ， 对 一 切 
的 te T, 有 |f(zx,t)| < es， 

(2) 存在 M > 0, 使 得 对 vu>a 及 vte 了 1, 有 


/ g(z,t)dz 


“十 Co 
则 广义 积分 / f(z,t)g(z,t)dz 关于 上 在 工 上 一 致 收敛 . 


例 2.3.7 设 。 > 1 求证 广义 积分 / 
一 致 收敛 


< M, 


t+% sintsintz 


i dz 关于 t+ 在 (0,+00) 上 
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证 明 令 f(z,t) = g(x,t) = sintsintz, 则 对 每 一 个 t € (一 00, 十 00)， 
f(z,t) 关于 z 是 单调 减少 的 ， 并 由 


i 


Vr—l1 


可 知 ， 当 z 一 +oo 时 ， f(z,t) 关于 t 在 (-%,+%%) 上 一 致 趋 于 零 . 
又 对 Vu 之 a 及 Yte(--00, 十 0o0), 有 


| g(x,t)dzr 


于 是 由 Dirichlet 判别 法 可 知 ， 广 义 积分 / 


2 sint 


u 
= / sintsintrdz| = 
a 


[leosta — costu|l < 2， 


+ee sintsintz 


dz 关于 t 在 (一 0%, 二 00) 


Vr Tt 
上 一 致 收 伍 ， 

例 2.3.8 讨 ; 广义 积分 /“ er S92 qz 分 别 关于 a 8 在 (0,+co) 上 的 
一 致 收 伍 性 ， 


解 (1) 对 固定 的 9 > 0, 讨论 广义 积分 关于 a 在 (0,+co) 上 的 一 致 收敛 性 . 
因为 对 Yae (0,+co), 有 


十 co 1 A 十 oo 
_ 记 全 起 六 罗 页 帮办 _3v Sin QT 
er-pz 一 一 dz = er-pz 一 -dz 十 er-pz 一 一 dz， 
0 阔 0 宽 1 区 


而 上 式 右 边 第 一 个 积分 是 常 义 的 ， 所 以 只 需 讨 论 第 二 个 广义 积分 . 
因为 对 Ya e (0,+oo) 及 zell 上 +oo), 有 


sin CQ 
| 过 eo 


x Sin QT 


十 co 十 oo 
而 / ee ee ee ej 上 一 筑 收 小 
1 
于 是 原 广义 积分 关于 a 在 (0 1oo) 上 也 _ 致 收 全 
(2) 对 固定 的 a > 0, 讨论 广义 积分 关于 8 在 (0,+00) 上 的 一 致 收敛 性 . 
由 Dirichlet 判别 法 可 知 ， 广 义 积分 人 soz dz 收 剑 ， 且 与 8 无 关 ， 所 以 
它 关 于 8 在 (0,+o0) 上 一 致 收 化. 
又 对 每 一 个 8 € (0,+oo)e-87 关于 z 在 (0, +oo) 上 单调 减少 ， 并 且 


[ee*|1 (0<B<+o%,0<7r< +0%), 


于 是 由 Abel 判别 法 可 知 ， 原 广义 积分 关于 8 在 (0,+co) 上 一 致 收敛. 
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习题 2.3 
2.3.1 设 p>0,a> 0, 试 判断 下 列 广义 积分 的 收敛 性 : 
十 co 十 oo pe 
(1) 人 sin ZPdzi (2) / (nr) dz; 
+oo sin (=+ 二 ) 
(3) (4) 站 二 ZL, dz. 


2.3.2 设 f(z) 单调 减少 , 且 lim f(z) = 0, 求证 站 国王 与 0 
T+ oo 0 0 
时 收敛 或 同时 发 散 
233 求证 ， lim Ww Ot = 0. 


t2 
2.3.4 设 f(z) 单调 减少 ， 且 lim f(z)=0, 求证 : 若 (x) 连续 ， wf/ ) sin? zdz 
收敛 . 
2.3.5 判断 下 列 含 参 变 量 广义 积分 在 所 给 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 
十 oo 一 上 并 Oo 
(1) / Ee dz， (0, 十 oo); (2) | Ze "dr, te [a,d); 


十 oo 
(3) 站 a ie [0, +oo) 其 中 站 > 0; 
1 


十 co 2 
(4) / ett? )sinzdz, te (0,+00). 
0 


sin zr! 


2.3.6 讨论 广义 积分 和 dz 关于 在 下 列 区 间 上 的 收敛 性 与 一 致 收敛 性 ， 
(1) t € (0,+o0); (2) teE(s, 二 oo)，s > 0. 


sintz 


2.3.7 讨论 广义 积分 人 ”型 地 dx 关于 + 在 下 列 区 间 上 的 收敛 性 与 一 致 收敛 性 ， 
(1) t € [a,d], 0 ¢ a,b]; (2) te [a,b], 0 € [a,d]. 


n2 


2.3.8 求 im n-3 (x — n)e * sinzdz. 


(提示 : 参考 例 2.3.2. ) 


2.4 ” ”Abel 级 数 求 和 法 


Abel 级 数 求 和 法 的 依据 是 下 面 的 关于 震级 数 连续 性 的 Abel 定理 . 
定理 2. a 1 (Abel oo 
设 级 数 Un 收敛 ， 和 客 级 数 an” [0， 1] 上 一 致 收敛 ， 并 且 


n=0 w=0 


二 mw= = lim Qn 


=y1™ n=0 


2.4 Abel 级 数 求 和 法 和 


证 明 设 Ci) 二 (Qn, bn (Zz) = (n < 0, LL; 和 )， 则 


> dn bp an(T)bn(7) 


n=0 n=0 
并 对 每 一 个 > e [0,1],bn(z) 单调 碱 少 且 一 致 有 界 ， 而 沁 an(z) = on 收敛 故 由 
Abel 判别 法 可 知 ， 函数 项 级 数 > ti (ow I bn( = 二 Un wi 在 [0， 1] 上 = 致 收敛 ， 从 


"==0 


而 其 秃 数 s( = Done" 在 [0,1] 上 连续 ， 故 
i ， > an" = = dim s(z) =.3(1) = i | 


利用 定理 2.4.1, 我 们 可 以 对 一 些 数 项 级 数 进 行 求 和 ， 具 体 步 骤 是 : 首先 选择 一 
个 震级 数 ， 该 寡 级 数 的 系数 就 是 所 求 数 项 级 数 的 各 项 ， 然 后 利用 宕 级 数 性 质 (如 逐 
项 求 导 与 逐 项 积分 等 ) 求 出 符 级 数 的 和 西数 ， 最 司 于 币 喇 钦 及 2 一 1 时 的 左 极限 . 

例 2.4.1 求 级 数 ga 汪汪 下 直 、 学 的 和 . 

解 由 Dirichlet 判别 法 可 知 ,级 数 (一)" 吉 -二 收敛 ， 于 是 由 Abel 定理 可 

oo Tr3n+l 入 

知 ， 寡 级 数 3 在 [0,1 上 一 致 收敛 ， 其 和 函数 记 为 s(z). 

又 由 寡 级 数 的 性 质 可 知 ， s(0) = 0, 且 当 ze [0,1) 时 ， 有 


1 
一 | 
2 “a IF 
所 以 
1 
= 人 一 dt 
= s'(t)dt + s(0) ER 
2 1 2 1 1 
专 守 十 寻 向 -ai 1—Z2+2? arctan + arctan -一 |， 
3 1(1 + 2) n( ;二 万 | 有 | 
于 是 由 Abel 定理 可 得 
n 1 2 1 1 一 
pa 1) | im s(7) = aln2+ a n +3 育 
2 (272.= 2) 1 et Re 
例 2.4.2 求 级 数 学 (- ral 1 人 .. 的 和 . 
, (2n.—1 
解 由 Dirichlet 判别 法 可 验证 ( 见 83.5 中 例 3.5.5), 级 数 (一 D" 收 
n=0 
(2n — 1)!! 


敛 , 于 是 由 Abel 定理 可 知 , 级 数 1 十 Ey )"! z2n 在 [0,1] 上 一 致 收敛 ， 


其 和 函数 记 为 s(z). 


(2n)!! 
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由 每 级 数 的 性 质 可 知 ， s(0) = 1 且 当 ze[0,1) 时 ， 有 


1.3 1.3:.5 
Ro a a 5 
S (7) 2Z 十 5 py 十 


于 是 s'(0) = 0, 并 且 当 ze (0,1) 时 ， 有 


本 


i 
若 规定 中 | “= -1 则 守 在 [0,1) 上 连续 ， 于 是 当 ze [0,1) 时 ， 有 
_ "80) 13 135 1.3.5 7 
pr 37 + FAT Da Be 
RO lk 
=wl1 aT + 字 - 1 94 6T 十 ) = 有 加 


在 上 式 两 边 对 x 求 导 ， 并 整理 后 可 得 方程 


s'(T) 多 
s(T) 1+x2’ 


再 将 上 式 从 0 到 zx (0 < x < 1) 积分 ,并 利用 s(0) = 1 可 得 


”sg!( 2 多 4 2 1 1 
1 涯 ——~ dt= ~ ln(l = ln 一 一 ， 
n | z=/ 名 = 一 I 二 总 2 ln( 十 2Z) n 人 


于 是 
和 
VI 十 zz 
最 后 由 Abel 定理 可 得 
TS Re 
2 2.4 2.4.6 AVI- 
习题 2.4 
2.4.1 求 下 列 级 数 的 和 : 
3 2 工 ， 中 
Wy 2 0) 3 34ta5 56+ 
| 
A 
2 1 
fe Ee 绿 i 
2.4.2 设 a> 一 1,b> -1, 且 a 关 b, 求 级 数 2 ET 的 和 . 
2.4.3 求证 : 
es 1 1 1 _ 
(1) Lt (2) 1-3+F5-7+ 2 
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2.5 ”差分 的 概念 及 简单 应 用 


我 们 在 本 章 第 1 节 中 曾 引 入 了 差分 (Aan) 的 概念 ， 从 中 看 到 了 它 在 处 理 离散 
变量 时 所 起 的 作用 . 为 了 使 读者 对 差分 有 进一步 的 了 解 , 在 本 节 中 我 们 将 对 差分 作 
一 些 简 单 介 绍 ， 给 出 一 些 基 本 性 质 ， 并 举 几 个 简单 的 应 用 例子 . 

定义 2.5.1 对 于 给 定 的 函数 f(z), 称 


Aflz) = f(z +1)— Hz) 
为 f(z) 的 一 阶 差分 ， 简 称 为 差分 ， 称 
Akj(z) = A(A®-1f(z)) (k= 1,2,...) 


为 f(z) 的 大 阶 差 分 . 
显然 ， 当 x 取 正 整数 时 ， AjJn) 就 是 本 章 第 1 节 中 定义 的 差分 . 
性 质 2.5.1 A[kif(z) + kg(7)] = kiAf(r) + ko Ag(r). 


性 质 2.5.2 A[f(z)g(z)] = f(z + DAg(z) + 9(z)Af(z). 
Ni ol 
性 质 2.5.3 A[75| = 人 or) 
证 明 仅 证 明 性 质 2.5.3. 由 差分 的 定义 可 得 
fa) fotl) fle) 
和 [7 g(x+1) 9g(z) 
_ e+Dg(z) - flzjglz) + flzjgtz) - Flzjgtz + 
g(x)g(z+ 1) 
_ g(r)Af(s) - flz)Ag 人 al 
CT 


由 性 质 2.5.1 可 知 ， 差 分 运算 是 线性 的 . 因此 ， 差 分 也 称 为 差分 算 子 ， 记 为 A， 
它 具 有 如 下 的 常用 表达 式 


A=E-I 


或 
五 王 A 十 1 


其 中 互 称 为 位 移 算 子 ， 其 具体 定义 为 
Ef(7) = f(z+1), 


7 称 为 恒 同 算 子 ， 其 具体 定义 为 
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性 质 2.5.4 对 YAKEZ+, 有 
有 玲 =T+CAT+ CEA 二 十 AAA 
证 明 对 Vke 2Z+, 利用 恒等式 
Erf(7) = E(ES-1f(7)) = (T+ A)E I f(z) = Er f(z) + A(B*- f(z)), 


并 借助 数学 归纳 法 即 可 得 证 . 1 
性 质 2.5.5 对 VEZ+, 有 


We a OS 
例 2.5.1 设 f(n) 为 n 的 mm 次 多 项 式 ， 即 fn) = ao +a 十 十 am 求 
证 = ATAm) = loms Arf(n)=0(VkeZt,k>m+1). 
证 明 利用 数学 归纳 法 ， 当 mm = 0 时 ,结论 显然 成 立 .， 现 假定 当 mm = i 时， 结 
论 成 立 ， 下 证 m= i+ 1 时 ， 结 论 仍然 成 立 . 
因为 对 Vk>i+1, 有 一 1 之 i, 并 由 归纳 假设 可 得 
Arni=0, A*-lini=0 (j=0,1,2,...,i—1), 
所 以 由 差分 的 性 质 可 得 


Arf(n) = Ar(ao 二 am 十 十 aim 十 Ar(airin't!) 
= QariA (nt ) = omA’ [n+ 1 一 于] 
= aiHAAt (1 + Cnt+ On 十 十 CT 
(GTlilal， 大 =i 十 1 
| 0， 有 >1 十 1. 


于 是 由 数学 归纳 法 可 知 ， 原 结论 成 立 . 
例 2.5.2 求证 Newton 公式 : 
fn) = f(0) + CnAf(0) + CaA?f(O0) + + CTA"F(O). 
证 明 注意 到 f(n) = Ef(0) = (IT 十 和信)”*f(0), 并 利用 性 质 2.5.4 可 得 


f(n) = (T+A)"f(0) = f(0) + CaAf(0) + CaA? FO) +- + CaA" FO). 


@ Newton, 牛顿 ， 1643 一 1727, 英国 . 


2.5 差分 的 概念 及 简单 应 用 "39: 


例 2.5.3 求证 对 Vn eZ+, 有 


Dk = 0 +1502+5003 + 6004 十 24C5. 
k=1 


证 明 对 vne Zt, 令 f(0) =0, f(n) = bl 则 由 Newton 公式 可 得 
f(n) = f(0)+ CnAf(0) + CaA*f(0) + :+ CNA"f(O). (*) 
设 g(i) = 六, 则 由 
Af(i) = f+1) -f= (i+1) 
可 得 Af(0) = g(1), 于 是 将 其 代入 (*) 式 ， 并 由 例 2.5.1 可 得 
f(n)= Cig(1) + CiAg(1) + CaAYg(1) + CAASg(1) + CnA’g(1). 
直接 计算 可 得 g(1) = 1, Ag(1) = 15, A?g(1) = 50, Asg() = 60, A%g(1) = 24, 从 而 
f(n) = C1 +1502 + 5003 +6004 十 24C5. 


注 在 本 例题 的 推导 过 程 中 ,如果 将 Af(0) = f(1) 一 了 (0) = f(1) 代入 到 (*) 式 
中 ,将 导出 错误 结果 . 这 是 因为 A?f(0) 关 Af(1). 另外 ， 在 计算 高 阶 差分 A*g(1) 
时 ， 我 们 采用 的 方法 是 : 


g(1) 9(2) 9(3) g(4) g(5) 
1 16 81 256 625 
De 2 My a 
Tp ee bd 
a Bd 
SR 
24 
左边 的 斜 行 即 为 所 求 . 


下 面 给 出 一 个 著名 的 Euler? 转换 公式 ， 由 于 证 明 较 长 ， 此 处 略 去 ， 有 兴趣 的 
读者 可 查阅 参考 书目 [7]. 

定理 2.5.1 (Euler 转换 公式 ) 

设 级 数 完 (1)”1f(n) (不 必 是 交错 级 数 ) 收敛 ， 风 有 


eS n— oe (= n 
C= ry 


@ Euler, 欧 拉 ， 1707 一 1783, 瑞士 . 
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利用 Euler 转换 公式 ,可 以 调整 一 些 级 数 的 收敛 速度 ,这 在 数值 实验 中 是 很 有 
用 的 . 


例 2.5.4 试 将 级 数 1 - 了 + +… = In2 转换 成 收敛 较 快 的 级 数 ， 
解 设 f(n) = 二 , 则 由 性 质 2.5.5 可 知 ， 对 Vke Z+, 有 
Ax70D = (DORE 0) = 站 人 
要 (1)iCi . 1 (— 1 jt 
“总 5 “| i i=0 EE 
(Det! kt _ Ee 
一 信和 古本 和 DC = (K+ 1)’ 
于 是 根据 Euler 转换 公式 可 得 
1 下 1 
In2=3+Fn+at = 


由 此 可 见 ， 变 换 后 的 级 数 收敛 速度 有 了 很 大 的 提高 . 


习题 2.5 
2.5.1 验证 性 质 2.5.1 和 性 质 2.5.2. 
2.5.2 求证 


TCsiOlr(r 1)+Or(r I+. 4Ore(y — 1) 


k==} 
2.5.3 求证 (Bernoull? 求 和 公式 ) 
fk) = CA1f1). 
k= k=1 


2.5.4 利用 习题 2.5.3 中 的 Bernoulli 求 和 公式 计算 六 有. 
为 一 3 


2.5.5 试 证 
7 km)YE+pTR 
忆 ) 志 下 有 -十 殉 寺 多 

Nn nn 也 1 a 

td 
b= k=1 k=1 
1 1 下 

96 将 可 甘 1 于 上证 一 字 上 "一 二 转换 成 收敛 较 快 的 级 数 . 


@ Bernoulli, 伯 努 利 ， 1667 一 1748, 瑞士 . 
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不 等 式 在 数学 分 析 中 的 地 位 和 作用 是 众所周知 的 . 数学 分 析 是 研究 变量 的 ， 因 
此 确定 变量 的 变化 范围 和 变化 趋势 以 及 估计 变量 与 变量 之 间 的 大 小 关系 是 必 不 可 
少 的 , 而 且 其 处 处 都 离 不 开 不 等 式 . 证 明 不 等 式 和 对 变量 进行 比较 精确 的 佑 计 需 要 
有 相当 的 分 析 技 巧 , 掌握 这 些 基本 技巧 对 学 好 数学 分 析 是 十 分 必要 的 . 本 章 所 涉及 
的 大 都 是 证 明 不 等 式 的 最 基本 方法 和 技巧 ， 第 1 节 是 初等 证 法 ， 主 要 对 象 是 几 种 
常见 的 有 穷 不 等 式 ， 鉴 于 是 函数 对 一 大 类 不 等 式 (主要 是 各 种 平均 值 不 等 式 ) 所 起 
的 重要 作用 ， 我 们 在 第 2 节 中 简要 地 介绍 是 函数 的 某 些 性 质 ， 它 是 为 后 面 曾 述 证 
eh 第 3 节 和 第 4 节 研 究 如 何 利 用 微分 学 和 积分 学 
的 知识 证 明 不 等 式 ; 最 后 一 节 是 讨论 如 何 对 变量 进行 估 值 的 问题 , 通过 较 多 的 例子 
介绍 了 几 种 佑 值 的 思路 . 

为 了 突出 方法 本 身 的 作用 和 意义 ， 有 的 不 等 式 在 多 种 场合 下 出 现 , 用 不 同 的 方 
法 给 出 了 证 明 . 


3.1 不 等 式 的 初等 证 法 


我 们 把 含有 有 限 个 变 元 的 不 等 式 称 为 有 穷 不 等 式 ， 许 多 有 穷 不 等 式 可 以 用 初 
等 方法 进行 证 明 . 所 谓 初 等 方法 是 指 纯粹 有 限 的 代数 方法 ,常见 的 有 配方 法 、 借 助 
二 次 型 理论 和 数学 归纳 法 等 . 

例 3.1.1 求证 对 Vm eZt,n>1, 有 


1 1 
2(Vn++1 1)<l+i+—= 十 :… 十 一 = <2vn--1. 
(V ) <1+ 滩 万 <2Vi 


证 明 当 k eZ+, 有 日 >2 时 有 
2(VE — VEk—1), 


VE Er A 
2(VE+1— VE), 


VE A A 


2(VE+ -VD < 示 <2VE- VD 


在 此 不 等 式 中 ， 令 = 2,3,… ,n 然后 相 加 ， 得 


2(V7m 十 - 何 < 霹 + 局 <2(VR- 了 
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将 该 不 等 式 各 端 加 上 1, 并 注意 到 2V2 < 3 得 
1 于 
mh de 


例 3.1.2 (Cauchy 不 等 式 ) 
设 ak, bx (k= 二 1,2,…,n) 为 任意 实数 ， 求 证 


< 
容易 看 出 ， 二 次 型 


证 明 方法 一 : 借助 二 次 型 理论 . 
(5% Re 十 (2 > apby ) zy + [Ss 中 )y 等 (akZ + bry)? 
k=1 k=1 k=1 


k=1 


是 半 正 定 的 ， 所 以 它 的 矩阵 行列 式 为 非 负 的 ， 即 


Da ob 
0 > 0， 
pb ar br 六 b? 
一 c= 
从 而 n 2 nn n 
(Bo) < (ERER) 


方法 二 : 用 配方 法 . 
全 同人 同一 全 二 全 -这 辣 - 这 呈 


( 宇 oo 到 (> ok】 (二 oo) wrote 


由 上 述 等 式 可 得 


Ie RR 


k=1 


n Nn 
—2 5 arbjasbr + D> aib 
k,j=1 k,7=1 


= D2) (ak 一 oj 办 >0, 
Ry 


从 而 l i 
(Em) < 位 大 个 虽 


例 3.1.3 设 a >az 关 >ag>>b 思 > 关 …> 加 求证 


3.1 不 等 式 的 初等 证 法 二 


证 明 因为 


nD anbe = = > (Banb) = 2 apbk = 2 Qsb;, 


k=1 j=1 j=1 Bj 


n 


(Dor) (To) 加 pS axrbj; = > ajbx, 


大 一 1 大 三 了 k,j=1 hk j=1 
所 以 
2 a > arbxr = (> ax ) (> be )| 一 y (axbr agb; 市 Cj me ajbx) 
k=1 k=1 kdl 
= (axk — aj)(bk —b;)2>0 
9 
从 而 


(Eo) En) Een 


例 3.1.4 (平均 值 不 等 式 ) 
设 ap > 0 (k= 1,2,… ,n), 求 证 


V Qa142*** Qn < 


Q1 十 Q2 十 … 十 an 


人 
证 明 设 太 = 一些 人 =12 ,nn), 则 br >0(k=1,2,…,n), 且 
WQ1Q2 Qn 
bib»> :bn = 1. 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 


中 十 bz 十 … 十 bn 寡 n. 
当 n= 二 2 时 ， 由 b>0,b2>0 及 0b1bs = 1 可 得 


= 于 28 


1 
bl 二 +b2 二 i 十 一 
bi 
即 结论 成 立 . 

假设 n= 时 结论 成 立即 当 b; > 0(7=1,2,… ,k), 且 bib2…bx 二 1 时 ， 有 


中 十 bz 十 -… 十 Dk 之 胡 . 


现在 假定 B152…bxrbry1 = 二 1. 如 果 员 = 二 bs 二 … 二 br4yl 二 1, 则 


十 bz 十 … 十 bk 十 brti = 三 上 十 1; 
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如 果 b; (7 = 1,2,… ,十 1) 不 全 相等 ， 则 由 01b2…brbr41 = 1 可知， 至 少 有 两 个 
因子 ， 一 个 大 于 1, 男 一 个 小 于 1, 不 失 一 般 性 可 假定 


bi < 1 bgpri 2 
并 根据 归纳 假设 可 得 


bi 十 bz 十 … 十 Dr-1 十 DrDk+1 之 ， 


Dit++brt beti = (Dit t bei + DEOREI) + (Dr t+ brtl — DrDR+1) 
k+l1+ (bit Orr om brbeti om 1) 
= 

根据 数学 归纳 法 原理 可 得 
中 十 bb 十 … 十 bn 之 nn. 


(k= 1 2s ,1) 可 得 


再 由 bk = Ck 


Val14d2*** dan 


al 十 02 十 … 十 an _ 中 十 bz2 十 … 十 bn 


aalaa… an 过 WwWala2… an. 
nN n 


例 3.1.5 设 a >0(k=1,2,…,n), 且 7 为 任意 给 定 的 非 零 实数 ， 记 


1? 1 
ee 
n : 


M(r)=( 
称 M(7) 为 a1,42,… ,an 的 7 次 短 平 均值 求证 : 车 a <0 < 8, 则 
MI(a) < Yaia2 an < M(B). 
证 明 由 平均 值 不 等 式 可 得 
Te 


nn 
在 上 式 两 端 取 二 次 宗 ， 并 由 二 < 0 可 得 
vi Mo 


同 理 可 证 
Yala2 “Qan < M(B). 


习题 3.1 


注 由 例 3.1.5 可 知 ， 个 正 数 的 调和 平均 值 不 大 于 它们 的 几何 平均 值 ， 


不 大 于 它们 的 算术 平均 值 ， 这 只 要 在 不 等 式 
MI(a) < Wailaz an 所 MD) 
中 令 a = -1 09=1 就 够 了 . 
例 3.1.6 设 aj > 0, b>0,c>0(k=1,2,.…,n), 求 证 
也 3 Li 丸 , n 
区 全 由 公 全 


(此 不 等 式 可 视 为 Cauchy 不 等 式 的 推广 . ) 
证 明 令 


二 


Uk k Ck 
Tk 二 


则 wa 0, gE S00 ZO0O(K=1,27 用 


革 = = =1 
he w=1 k=1 
于 是 由 平均 值 不 等 式 可 知 ， 对 每 一 个 上 (k= 1,2,… , 翅 , 有 


3 3 3 
QkDbECE 2 3 3 < Tk 十 VE 十 ZZ 
= TkYkZEk = VE A 

nL nN 下 


[ee 


将 上 述 不 等 式 两 端 相 加 ， 得 


DD andre 1 也 Nn n 
Ea CE) < 引 (+t +) = 
(二 加 ) ) (8)( zd k= 后 = 所 k=1 
再 将 上 式 两 端 3 次 方 ， 得 
nN 3 nn 3 也 3 n 3 
(Ee) EE 
习题 3.1 
3.1.1 设 m, neEZt, 且 mm <n, 求 证 


2(Vn+1— Vm)< 全 1). 


， Yk 二 ， Zk 二 (K's 
nn nn 人 也 
这 中 
k=1 从 二 bd 


. 95 . 


从 而 
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3.1.2 用 数学 归纳 法 证 明 不 等 式 


1 3 5 2n-l1 1 
2 4 6 2n ~ V3n+l 


3.1.3 设 zkr > 0(k= 1,2,:… ,n), 求证 


F TX2 Tn—l Tn 
和 相伴 二 
了 2 TX3 T 


3.1.4 设 ak > 0 (k= 1,2,:… ,n), 求证 


1 | 1 : 
(oa +o+…+an( 二 二 二 + 十 一 ) >n. 
al Qa2 Qn 


3.1.5 设 a > 0,b>0, neZt, 求 证 


元 Q 十 TD 
+Vabn < 


十 
n+1l 


3.1.6 用 数学 归纳 法 证 明 不 等 式 
(2) <n!< (Ee) (ne€ Z+). 
1\n | 
( 提示 利用 不 等 式 (1+ =) <e< (1+ 二 ) ) 
3.1.7 设 a1, a2, …… ，an 为 任意 一 组 实数 ， 且 bk > 0 (k = 1,2,:… ,n), 求证 


二 全} Uta Ton < max {22} 
1gkgn (bi ~ bit+b2s+-.-:+bn ~ 1igkgn lbrf 


下 并 远 1l\n 1\n+l 
3.1.8 设 z, = (1+=) ,Yn = (1-=) ,Zn = (1+=) , n € Z+, 求证 : 
n nn 也 
Tn < Znmn+1，2n $e Ynt+l, Zn 2 Zi ds 
3.1.9 设 ak > 0, pp > 0(k=1,2,:… ,n), 7 > 0, 求 证 
Nn 和 2 n n 2 
(二 mo) < (pr) (Dpra?). 
内 二 了 k=1 sk 
3.1.10 设 ak>0(k=1,2,…,n), 0<a<6, 求 证 


M(a) < M(B). 


3.2 ”证 明 不 等 式 的 凸 函 数 方法 


为 了 讲 清 证 明 不 等 式 的 凸 函数 方法 ， 我 们 有 必要 先 简要 地 介绍 一 下 凸 函数 的 
某 些 性 质 . 由 于 我 们 的 目的 是 为 证 明 不 等 式 做 准备 ,因此 这 里 仅 对 连续 的 凸 函数 进 
行 讨 论 ， 而 不 去 考虑 更 一 般 的 情形 . 


3.2 证 明 不 等 式 的 凸 函数 方法 :97 . 


3.2.1 凸 函 数 的 定义 及 基本 性 质 


定义 3.2.1 设 yp(z) 在 区 间 (a,b) (其 中 (a,5) 可 以 是 有 穷 或 无 限 区 间 ) 上 有 定 
义 ， 如 果 对 Vzi, ze(aI 及 Yo>o0do>o0do+do=1 有 


Pp(qiT1 + q272) < qip(T1) 十 dp(Z2)， 


则 称 wp(z) 在 (a,5) 上 是 下 上 是 的 ， 或 称 p(x) 是 (a,b) 上 的 上 是 函数 .如果 上 式 中 严格 
不 等 号 成 立 ， 则 称 p(x) 是 严格 是 函数 . 

从 几何 意义 上 看 , 大 2(z) 是 是 函数 ， 则 曲线 y = w(x) 上 任意 两 点 的 弧 段 总 是 
位 于 连接 这 两 点 的 直线 段 之 下 . 

凸 郴 数 有 以 下 性 质 . 

定理 3.2.1 wp(z) 是 区 间 (a,5) 上 的 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : 对 (a,5) 内 任意 
三 点 zi < za < Z3, 绽 有 


P71) — P72) PT2) — P73) 


T1722 2 一 了 3 
特别 地 ， 2(z) 是 严格 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 上 式 中 严格 不 等 号 成 立 . 
证 明 充分 性 : 对 Vzi, x3 El(a,b), zi<za 及 Yal>0,9q>0d+dg=1 记 


T2 = qi17T1 十 9373， 


则 zl < zz < zs, 并 由 已 知 条 件 可 得 


o(Z1) 一 (qzZ1l 十 q373) 二 PqT1 十 q373) — p(T3) 


Z1 一 (qzZl 十 gaz3) qiX1 十 9373 一 Z3 
于 是 由 
T1 — (qiT1 + g373) = (1 一 qi)zl 一 ga73 = q3(X1 一 7Z3)， 

qT1 + g373 一 Z3 = qr1 — (1— gq3)r3 = qi(T1 一 Z3) 
可 得 

PT1) — P(gq171 十 g373) ~ PNT1 + g373) — p(T3) 

G3 di1 

整理 得 


op%(qizl + q373) < gl1p(Z1) 十 q3%(Z3). 


由 定义 可 知 2(z) 为 (ob) 上 的 凸 函数 ， 且 如 果 题 设 条 件 中 严格 不 等 号 成 立 ， 则 上 
面 推理 中 最 后 不 等 式 中 的 不 等 号 也 是 严格 的 ， 即 2(z) 是 严格 凸 函数 . 
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必要 性 ， 对 (a,5) 中 任意 三 点 ZU < XY2 < za 令 


3 一 尼 2 页 六 一 楷 4 


Qi = ， ， 
X31 Vs: — 0 


则 gi >>0, 03>0, g++q3 三 1 且 giwi+q3z3 二 2, 郝 由 w(x) 是 是 函数 可 得 
PT2) = P(r1 + 373) < p(t1) + gap(73). 
又 由 gi 十 gs 二 1 及 上 式 可 得 
p(T2) — pr3) Sqp(71) + qap(T3) — p(T3) = gp(r1) 一 o(23]]， 
22 一 23 一 gxZ1 十 9a73 一 Z3 = qi(X1 一 2Z3)， 
于 是 由 zi 一 zwa 过 0, w= 二 ws 之 0 可 得 


Pr) — Phra) Plr2) = PL3) 


i < (*) 
T1273 T2— LT3 
用 类 似 的 方法 还 可 以 证 明 
A 2 < lt E ee a 
T1 ~—TX2 1 T3 
比较 (*) 式 与 (x*) 式 就 证 明了 所 求证 的 不 等 式 ， 如 果 yp(z) 是 严格 凸 函数 ， 则 从 推 
理 过 程 可 知 ， 所 求证 的 不 等 式 也 是 严格 的 . 


请 读者 给 出 本 定理 及 证 明 过 程 中 的 不 等 式 (*) 3 (**) 的 几何 解释 . 

定理 3.2.2 设 p(z) 在 (a,0b) 内 可 导 , 则 p(x) 是 (a,5) 上 的 (严格 ) 是 函数 的 充 
分 必要 条 件 是 ， yp'(x) 在 (a,5) 内 (严格 ) 单调 增加 . 

证 明 必要 性 : 设 v(x) 是 凸 函数 .对 Vwi, za e (ab XY1 < z2, 及 任意 满足 关 
系 式 X11 <<ta < 的 与 t2, 由 定理 3.2.1 可 得 


PT1) — PH) pt) — p(t) Plt2) — p(T2) 
Xi—ti 人 友 一 友 人 t2 一 人 2 


在 上 式 中 ， 今 二 一 好 ,并 由 wz) 在 (oo 内 可 导 ， 得 


p(T1) = lim PT1) 一 Ph) 之 p(t2) — p(T2) 
ti1—z+ WL 二 to — Zz2 


(*) 


再 令 to 二 x3, 得 
plt2) p(T2) p' (x2) 


人 


i . 
p(T1) < lim 
一 t2 一 Z2 


即 w(z) 在 (a,5) 内 是 单调 增加 的 ， 
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当 p(z) 是 严格 是 函数 时 ,可 再 取 t3, 使 Y1 <<ts <t3< x2, 十 是 不 等 式 (* 
中 将 出 现 三 个 严格 不 等 号 ， 此 时 必 有 (zli) < wp'(z2). 
充分 性 ， 设 wz) 在 (a,0) 内 单调 增加 ， 对 Vr, za € (a,0), x1 < :2s 及 任意 满 
足 条 件 gq >00>0+e@e=1 的 0 和 如, 则 2<wzir+dra<z2, 并 由 微分 
中 值 定理 可 知 存在 4 & (zx1,91z1 十 q272), 使 得 


PIT gr) — pT) = P(E (gr + 2 71) = gap (6)(za — 1), 
存在 &2 € (zi 十 gxzayza), 使 得 

PqT1 + gar2) — Pr2) = Pp (b2) (nr + gr2 一 72) = -gq (62) (22 — 1), 
于 是 将 上 述 两 个 等 式 分 别 乘 以 q1, qz 后 相 加 ， 并 由 wp'( yp'(&2) 可 得 

PqT1 十 272) 一 gp2(Z1) 一 gp(z2) 王 0g2(z2 一 ZI (£1) — ¥'(€2)] & 0， 


即 w(x) 是 b) 上 的 凸 函 数 . 
如 果 yy'(x) 严格 上 升 ， 则 从 证 明 过 程 中 可 以 看 出 必 有 


Pz qr2) < dp(Z1) + q2p(r2). 有 


定理 3.2.3 设 p(z) 在 (a,5) 内 可 导 ,， 则 y(z) 是 (a,8) 上 的 西 画 数 的 充分 必要 
条 件 是 : 对 Vxzo € (a,0), 恒 有 


PT) >e(zo) 二 (zol 一 zo) (a<r<b). 


2(Z) ee 要 条 件 是 上 面 不 等 式 中 x 关 xo 时 ， 严 格 不 等 号 成 立 
证 明 必要 性 : 设 vw(z) 在 (ao 由) 上 是 是 函数 ， 则 由 定理 3.2.2 可 知 ， yp'(z ,) 是 单 
调 增 加 的 ， pe 对 VrzoEl(a.b), 当 zo <r<b 时 ， 有 


PI) — pTo0) = P(A)(T— ro) 2 (ror — ro) (ro < < 2); 
当 a<xw<wo 时 ， 有 
2(Zo0) 一 p(Z) 三 P(@)(zo 一 z) 乏 wzol(z 一 zo) (rz < 2 < xo), 
从 而 对 Yxzo € (a,b), 恒 有 
p(T) 2 pro0) + (zolz 一 zo) (a<z<b). 


显然 ， 若 p(x) 是 严格 凸 函 数 ， 则 上 述 推导 过 程 中 一 切 不 等 式 都 是 严格 的 ， 特 
别 地 ， 有 
2(z) > o(zo) 二 op' (zolj(z 一 zo) (a< zx <b, 2 #70). 
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充分 性 : 对 Vv, za € (ab zi < z2, 由 已 知 条 件 可 得 
2(Z2) 2 PL) +P (zi1)(za — 71), PT1) 2 p(T2) + p(T2)(T1 一 Z2)， 
故 有 


和 p(T2) — p(T1) 


< po'(zo)， 
Za 一 21 < Pp (72) 


P (zl 


即 2%'(z) 在 (a,5) 内 是 单调 增加 的 ， 从 而 p(x) 在 (a,5) 上 是 西 函 数 . 

若 将 不 等 式 p(z) > yp(z0) 十 Pp'(z0)(zZ 一 zo0) 改 为 严格 的 , 则 必 有 w (zi) < yp'(zx2)， 
即 2'(z) 是 严格 单调 增加 的 ， 从 而 2(z) 在 (a,b) 上 是 严格 凸 函 数 . | 

定理 3.2.3 的 几何 解释 为 : 对 于 任意 给 定 的 是 函数 f(x), 曲线 y = f(x) 上 任意 
一 点 处 的 切线 总 在 该 曲线 的 上 方 ( 切 点 除外 ). 

定理 3.2.4 设 2(z) 在 (a,5b) 上 是 凸 函数 , 则 它 的 左 导数 p' (xz) 和 右 导 数 yp' (zx) 
都 存在 ， 因 而 p(x) 在 (a,05) 内 必 连 续 . 

证 明 对 Vzo€ (a,5b), 选取 x* € (zo 中, 并 作 函 数 
Re ?lzo) | 


人 一 20 


了 a D0), 


则 由 yp(x) 在 (a,5) 上 是 是 函数 及 定理 3.2.1 可 知 ， 对 Vz e (azo), 有 


i 2 = 2 < 2 — 四 = w(z*), 


于 是 (zx) 在 (a,zo) 上 是 有 上 界 的 . 
另 一 方面 ， 对 Vzi za € (azo);, 当 zi1 <za 时 ， 由 定理 3.2.1 的 (*) 式 可 得 


a p(T1) 一 2(Zo) < a 党 多 本 
Tt 一 了 TC— TO 


即 w(z) 在 (a,zo) 上 单调 增加 ， 于 是 由 单调 有 界 原理 可 知 ， lim %(z) 存在 ， 即 


Z2)， 


p(T) — pro) _ 


i 
同 理 可 知 ， wp (zo) 存在 ， 即 
lim (2) — (ro) = p' (zo). 
z 一 z 二 一 0 


因为 pg (zo) 与 o4 (zo) 均 存在 ， 所 以 yp(z) 在 点 zo 是 左 连续 且 右 连续 的 ， 从 
而 是 连续 的 . | 
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定理 3.2.5 设 yp(7z) 在 (ob 上 二 次 可 微 ， 则 

(1) 当 yp”(z)z0(a<z<b) 时 ，wy(z) 在 (a,b) 上 是 是 函数 ; 

(2) 当 yp"(z) >0(a<z<b 时 ，y(z) 在 (oo 上 是 严格 凸 孔 数 . 

证 明 (1) 因为 当 yp"(x) >0(a<z<0) 时 ，y'(z) 在 (a,b) 上 是 单调 增加 的 ， 
所 以 由 定理 3.2.2 可 知 ， yp(z) 在 (ab 上 是 是 函数 . 

(2) 因为 当 wp”(z) >0(a<z<b) 时 ，y'(z) 在 (a,b) 上 是 严格 单调 增加 的 ， 
所 以 由 定理 3.2.2 可 知 ， y(z) 在 (a,b) 上 是 严格 凸 函数 . | 

例 3.2.1 设 p(z) 在 (a,5) 上 有 定义 求证， wp(z) 在 (a,b) 上 是 是 函数 的 充分 
必要 条 件 是 对 (a,5) 内 满足 条 件 zi < za < zs 的 任意 三 点 z1,72,73, 恒 有 
1 下 1 
Zl 22 23 


p(T1) p(T2) p(T3) 
证 明 将 行列 式 D(z1, 72,Z3) 按 第 三 行 展开 ， 得 


D(z1, T2, T3) = >0. 


D(z1, 72, 73) = PTI1)(T3 — T2) + PT2)(T1 — 23) + p(T3)(T2 — £1) 
三 一 P(Zl)(za — 23) + p(T2)(T1 一 Z2 十 2Z2 一 Z3) 一 (za)(zl 一 Z2) 
= [p(zz) — p(Ta)](x1 一 7Z2) 一 [plzl) 一 pz2)](z2 一 273) 
由 此 可 知 ， De(zt za,zs) 之 0 的 充分 必要 条 件 是 


p(T1) 一 (za) 总 p(T2) 一 p(Z3) 
01 一 人 2 一 TX2— 23 


从 而 由 定理 3.2.1 可 知 ， 结 论 成 立 . 
例 3.2.2 设 f(z) 在 (a,5b) 上 是 单调 增加 的 ， zo € (中 ,求证 


zm= | dt 


在 (a,b) 上 是 凸 函数 . 
证 明 对 Vx, x2, za € (a,b), 且 wi < xz2 <<, 由 f(z) 单调 增加 可 得 


pr) -vl) = 上 so 
ec-eea)= |/ “dt f (wa) (es 一 za)， 


从 而 
PT2) — PT1) _ 着 训 让 近 p(T3) — p(T2) 
Ta — VT > Es Xa— ZT9 


由 上 式 及 定理 3.2.1 可 知 ， 2(z) 在 (ob 上 是 凸 函 数 . 
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3.2.2 ”证 明 不 等 式 的 是 函数 方法 

有 一 类 不 等 式 , 它们 和 常 被 称 为 各 种 平均 值 不 等 式 , 这些 不 等 式 可 以 借助 凸 函数 
的 性 质 直 接 或 间接 地 加 以 证 明 . 因此 常常 称 这 些 不 等 式 为 是 性 不 等 式 ， 为 叙述 方 
便 ， 下 面 对 本 节 将 要 使 用 的 几 种 平均 值 记号 子 以 说 明 . 

设 Q1;C2 Cn 为 给 定 的 一 组 正 数 ， i 记 人 一 = yo ls 我 们 依次 称 


让 Qi 0 
A(a) = ~— jax = - 
和 V3 n 


G(a) = (aq1a2 1 .an 六 = Wailaz An, 


1 7 
ds es 下 
站 十 十 十 Ed 
A alL a [a 
证 六 主 qv 7 SS "7、\ i 
May = 全 二 呈 k 十 Q2 十 Len) (+0) 
i n 


为 数组 a1,a2,.… ,an 的 算术 平均 值 、 几 何平 均值 、 调 和 平均 值 和 7 次 窜 平 均值 . 根 
据 这 种 记 法 ， 易 见 
A(a) = Mi(a), Hl(a) = AI 1(a). 


为 了 使 各 种 平均 值 概念 更 为 一 般 化 ， 我 们 定义 相应 的 加 权 平 均值 . 此 时 仍然 假 
定 Qa1;,42,… ,an 为 一 组 正 数 ， q1,q2,… ,gn 为 满足 条 件 


n 


0% 三 本 加 十 "站 gw 二 1 
Ree 


的 一 组 正 数 ( 称 为 权 数 ); 记 g = (gq1,q2,… ,qn). 我 们 将 


n 
A(a.q) = YD qrar = qa1 + q202 + + nan, 
人 二 1 


G(ag) =.00 0 0, 
1 1 
H(a,g) = 一 -一 = oe， 
(m0) OR 入 
NET CA Q1 Q2 Qn 


1 


7 寺 
M.(a, 9) = (2 qrak ) 一 (qo 十 q2Q2 十 …: 十 qna', ) 0) 
= 


分 别称 为 加 权 算 术 平 均值 、 加 权 几 何平 均值 、 加 权 调 和 平均 值 和 加 权 次 医 平 均 
值 . 显然 , 当 角 一 WW 三 "=m 二 二 于 各 种 加 权 平 均值 就 相应 变 为 通常 平均 值 . 
对 于 加 权 平 均值 来 说 ， 同 样 有 


A(a,g) = Mi(a,g), Hl(a,g) = M-_i(a,g). 
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.103 . 


本 节 在 稍 后 还 将 证 明 


Ga, 吉 三 lim M.(a, q), 


这 样 的 几何 平均 值 可 视 为 零 次 窜 平 均值 .由 此 可 见 ， 在 上 述 各 种 平均 值 中 ，* 次 略 
平均 值 最 具有 一 般 性 ， 本 节 将 在 讨论 M(a,g) 的 基础 上 ， 证 明 平均 值 不 等 式 . 


我 们 先 从 凸 画 数 的 Jenser? 不 等 式 开始 . 
定理 3.2.6 (Jensen 不 等 式 ) 


设 w(z) 在 (a,5) 上 是 凸 函数 ， 则 对 Yz zzneloo 及 任意 一 组 满足 


条 件 Sh ee i ee i 1 的 正 数 dQ1, d2, dm， 有 不 等 式 


P(r 十 da22 + 二 qnTn) < qp(ri) + qap(72) + + qnp (Tn). 


证 明 用 数学 归纳 法 . 
当 n 二 2 时 ， 由 凸 函数 的 定义 可 知 ， 结 论 成 立 . 
假如 当 n = 大 时 ， 有 不 等 式 


ULOzl 十 dzZ2 t+ qTk) 所 gp(Z1) 十 dp(r2) 十 十 OKP(ZK). 


下 面 证 明 ， 当 n= 上 十 1 时， 不等式 也 成 立 . 
事实 上 ， 对 VY zl, 2 , Tk, Tk+1 E (a, 0) 及 任意 一 组 满足 条 件 


十 q2 十 … 十 qk 十 qx+1 三 1 


的 正 数 gg2; gr; qk41; 令 9==q 十 罗 十 … 十 gr; 则 


并 由 归纳 假设 可 得 


Kk 
于 是 由 q+ grr =1， 沁 各 zj € (a,b) 及 下 函数 的 定义 可 得 


j=1 
有 十 1 大 qj 
of( > qi) = (a 一 2j 十 qzk 
j=1 j=1 4 


gj 
< oo 人 全 zj 十 grt+19P (Tk+1) 
j=1 


Q@ Jensen, 往 森 ， 1859 一 1925, 丹麦 . 
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kg; 人 十 1 
< vp (zj) + qkt19(Tk+41) = > gqyp(zj). 
j=1 & j=1 
根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ， 定 理 结论 成 立 . | 
定理 3.2.7 设 aj>0, gr>0(k=1,2, ,nN), 十 多 十 一 十 qn 二 1 则 


M,(a,q) a (r #0) 
在 (-co,0) 和 (0,+co) 内 都 是 关于 7 的 单调 增加 函数 . 
证 明 对 Vr, re(0,+oo), mm <7", 作 也 数 
p(s) = Fr (0 < Z < 十 oo)， 
则 由 , 
p(x) = A >0 (0<z<+o00) 
可 知 ，w(z) 在 (0,+co) 上 是 是 函数， 于 是 对 Vr1, 7X2, … ,Zn E (0, 十 oo0) 及 任意 满 
足 条 件 qi 十 gp 十 … 十 qn = 二 1 的 正 数 dd， …，, qn, 有 
(Farr)™ < Sd 
k=1 k=1 
取 zk = ax (二 1,2,… ,nn), 则 由 ax > 0 (k= 1,2,…,n) 及 上 式 可 得 
(Soar)” < 二 lot) = Dok 


将 上 面 的 不 等 式 两 边 取 方 次 寡 ， 并 由 M.(a,g) 的 定义 可 得 


Mr'(a,g) = (Sue)” < (Sar) = Mx (a, q), 
= 


即 Mi(a,g) 在 (0,+co) 内 是 关于 7 的 单调 增加 函数 . 
另 一 方面 ， 对 Vr', rE€ (一 00,0), 7 <, 则 -7 > 一 ”> 0, 并 由 前 面 已 证 得 
的 结论 可 得 | 
(oo ) a& (abe") 


将 上 式 两 边 取 倒 数 ， 并 用 ak 代替 所， 可 得 


Ge) (Boe) (Be et) 


从 而 由 Mi(a,g) 的 定义 可 知 ，M(a,g) 在 (-co,0) 内 是 关于 的 单调 增加 函数 . 上 


3.2 证 明 不 等 式 的 是 函数 方法 

定理 3.2.8 设 风 >0, >0(=12.…,n 9q+d 二 二 oo = 二 1, 则 

lim Mr(a, gq) = Gla, q). 

证 明 对 每 一 个 k (k 三 ;2 pe ;ls 由 ee” 的 展开 式 可 得 
ao 一 ermes ol1+rinart+o(r) (一 0)， 


所 以 由 G(a,9) = af a …agr 及 ln(1+2z) 的 展开 式 可 得 
这 ka 汪汪 ba qk 十 了 人 qk ln ax 十 or 
k==1 k= =1 
=ln[l+rlnG(a,g)+o(r)] =rlnG(a,g)+o(7) (7 = 0), 
于 是 由 Mi(a,9) 的 定义 可 得 
lim [ln M,.(a, dg)] = lim 一 > In 他 gra ) = lim fm G(a,qg) +0(1)] = In Gl(a,g) 


即 
lim Mr(a,g) = G(a, 9). 
根据 定理 3.2.8, 我 们 可 以 定义 Mr(a,g) 在 7 = 0 处 的 值 为 G(a,9g), 即 
Mola, dg) > Gl(a, q), 
于 是 M.(a,g) 可 以 看 作 (-co,+co) 上 的 连续 函数 ， 并 且 是 单调 增加 的 . 
推论 3.2.9 设 ak > 0， qk > 0 (k= 1,2 ;1); qd1 十 q2 十 :… 十 gn 三 1, 则 
H(a,g) < Gla,g) < Ala, g). 
推论 3.2.9 的 证 明 可 从 M(a,g) 的 单调 性 直接 得 到 ， 其 含义 是 n 个 正 数 的 几何 
平均 值 (加 权 ) 不 小 于 它们 的 调和 平均 值 (加 权 ), 不 大 于 它们 的 算术 平均 值 (加 权 ) 
特别 地 ， 当 qx = (k=1,2,…, 贡 时 ， 有 有 (a) < G(a) < 4(o), 即 
0 人 


定理 3.2.10 设 ap>0, gk>0(k=1,2,…,n), qi 十 qz 十 … 十 qn 二 1, 则 


lim Mi'(a,qg) = max{ai, az ,an}, 


太一 十 
Wi M'(a,g) = min{ai, Qa2,.… ,an}. 
一 一 co 
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证 明 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 wm = max {ax), 则 对 Yr e€ (0,+o0), 有 
ShkSn 


i 5 六 a nN” ， 
agr = (qa1)” < (二 wo < a (Par) = Cl1， 


Res 2 


1 7 1 


即 
而 人 < M(a,.g) < al 


于 是 由 im gr 二 1, 并 根据 两 边 夹 原理 可 得 


lm dr (@ 94) = 6 i {ax}. 


了 = 二 <n 


另 一 方面 ， 对 Vr € (0, 十 oo), 有 


M_r(a,g) = ( re - 二 
(92 ) 9 

PLXC ) 

| 
于 是 
2 , 2 1 ee 
和 JI .ee J M.(a- 1,g) 和 ax {axr 加 i Li 
i 
可 得 
pe os sl i I 


至 此 ， 根 据 定理 3.2.8 、 推 论 3.2.9 及 定理 3.2.10, 我 们 对 n 个 正 数 的 了 次 宕 平 
均值 M(a,g) 已 有 了 比较 完整 的 了 解 ， 它 在 (一 00, 二 oo) 上 关于 了 严格 单调 增加 ， 
并 且 以 ax {ax】 为 上 界 ， 以 im {ox】 为 下 界 . 这 两 个 常数 记 为 


eo) ee ol 


纵 观 前 面 的 证 明 ， 我 们 得 到 下 面 一 串 不 等 式 : 
M-_w(a,g) < H(a,g) < Gl(a,g) < Ala,q) < Mw (a, 9). 


mm 
定理 3.2.11 设 air >0, gn>0(i=1,2,.… ,Nn; k=1,2,.…,m), 5 qr = 1, 则 
=1 


pe n 9g1 7/ 多 92 nn gm 
Doha a < (Doan) (Dom) Dem) 
i=1 i=1 i=1 


3.2 证 明 不 等 式 的 凸 丽 数 方法 


“07 


证 明 信友 二 亲人 三 12 7)), 则 对 每 一 个 1G = 12 ,nm) 有 


Qk ak 
2 = 
> 2 ( m.) 
于 是 由 条 件 w > 0 (k= 1,2,… ,mm)，j qr = 1 及 推论 3.2.9 可 得 


k= 


Qil ) ( 宇 ) (2 J Qil Qi2 Qim 
一 一 人 qo 二 gq 4 e 一 一 . 
( Wi) \b hy i 


将 上 式 两 端 对 i 从 1 到 久 求 和 ， 得 


n Pd1 sr n ys a | 

中 oo Ci = (也 ) ( 宇 ) (2 
01792 m 3 

1 1 02 -bm i \ Oi b» bi 


Ci Qi2 Qi 
< > (a 2 ) 
i=1 1 72 m 


= 


sl et ?2 bs k=1 


i 


La g1 LA 92 n \ qm 
(i gd2 dm dl gq2 € a 
Patiag gm DOLE .Dn = (二 cj (Dan) ee (Daim) . 
二 


推论 3.2.12 (H6lder? 不 等 式 ) 


于 1 
设 a;3>0,b>0(i=1,2,..……,n),a>0,8>0,~—+ 下 过 全 必 网 
QQ 
nt 十 n 1 二 
Daibi < (Pa) (30) : 
让 ef 
8 1 i , 
证 明 令 gq = 一 0 = 3: = 
G 
qi; = (ai)x 三 这 加 3 b; = (ai2)» 二 二 (CL) 


于 是 由 定理 3.2.11 可 得 
Daibi 三 pih a8 < (Bean) (an)” Ea) 过 (Sw) 和 

注 在 Hilder 不 等 式 中 ， 若 令 a = 8 = 2, 则 可 得 到 Cauchy 不 等 式 
Sn < (So) (En) 


Q@ Halder, 赫 尔 德 ， 1859 一 1937, 德国 . 


(im 4 
十 gm > 3 > 
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定理 3.2.13 (Minkowski@ 不 等 式 ) 
设 ax >0, br>0(k=1,2,.…,n),7>1, 则 


n 


[Gar + ba)"]” < (二 


k==1 二 


和 


呈 二 ( 写 击 
或 
Mi(a+b) < Mr(a) + Mr(0b), 


其 中 记 a = (alaz， ,an), b= (01,b2,… ,bn), a+b = (a1tbi,a2+b2,. ,an 十 bo). 
证 明 记 cx 二 ax 十 Dk (k= 1,2,.… ,nn), Tl 二 a 则 由 Holder 不 等 式 可 得 


2 


Nn 7 7 
Dartbr) = Dartbe)c t= Darckh + Dorce 
1 k= El 


三 k=1 
< (ES) [人 了 (全 [这 人 ， 
=- [人 二 全国][ 芝 woo] 
用 [二 Ce+o] ” 除 此 不 等 式 的 两 端 ， 并 由 1 - 一】 = 荆 可 得 
OE I ' 


定理 3.2.14 (Jensen 不 等 式 ) 
设 p(x) 在 [4,B] 上 是 凸 函 数 ， f(z) 与 g(z) 均 于 [a, 中 上 可 积 , 且 对 Vx € [a,0]， 


有 Ag f(z) < B, g(x) > 0， / g(z)dz = 了 则 
b b 
( | ale)f (nr) < /aeUtn)dz 


b 
证 明 令 m = / g(z)f(z)dz; 则 由 已 知 条 件 易 知 ，W e [4, B], 并 由 plz) 在 
[4, B] 上 是 四 函数 及 习题 3.2.9 的 结论 可 知 ， 存 在 常数 m, 使 得 对 Vy e [4, B], 有 


p(y) > p(y0) + my — yo), 
于 是 对 Vx ela,0l, 由 4 < f(z) < B 可 得 


yp(f (x)) > p(y0) + ml[f (x) — yol: 
@ Minkowski, 闵可夫 斯 其 ， 1864 一 1909, 德国 . 


3.2 证 明 不 等 式 的 凸 函数 方法 < 09.: 


用 q(x) 乘 此 不 等 式 的 两 端 ， 并 对 从 a 到 "积分 ， 得 


b b 
[ aa) 2 ot) +m) [alone wm) = 


即 
s(f ar) < { red lear 
定理 3.2.14 中 的 不 等 式 正 是 定理 3.2.6 中 Jensen 不 等 式 的 积分 形式 . 
例 3.2.3 设 f(z) 在 [ab 上 是 凸 函 数 ， 求 证 
人 十 | 
证 明 对 Vte (0,1), 由 f(z) 是 是 函数 可 得 
f(tat+ (1—t)b) <tf(a) + (1—t)f(D), 
从 而 i | ， 
fltat (1 —t)b)dt < /9/ iat+ 100) 人 (1 — t)dt, 
即 


a 
i f(z)dz < 人 


另 一 方面 ， 记 c = 十”， 并 由 f(z) 是 西 函数 可 知 ， 当 0 <+< 3 时， 有 


= 积分 ,得 
< 让 人 f(z jet Jodz =3 / se 
fe) < st f ts. 


例 3.2.4 设 olz) 在 (au 上 连续 ， 上 且 对 Vzi, za e (ab 外 有 不 等 式 


将 上 式 两 端 对 + 从 0 到 


/2 


即 


Xl 十 ZT2 p(T1) + p(T2) 
RN 
¢ (=)< 5 
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n 


求证 ， 对 任意 的 ze (di qx >0(k=1,2,…,n)，igr = 二 1, 有 
此 一 了 


7 nn 


ef wz] < 2 qrp(rn). (*) 


人 一 1 人 一 1 
证 明 我 们 分 以 下 三 步 证 明 . , 


2 村 22 二 > 古寺 p(T1) + + P(rn) 
| 二 


(**) 
上 种 实 上 ， 当 ==2 时 ， 由 已 知 条 件 可 知 ， 对 Vxi, x € (a,0), 有 
i 十 3 . PT1) + p(T2) 
2 3 2 
假设 当 n= 2* 时 ， (**) 式 成 立 ， 下 面 证 明 当 n= 24+1 时 ， (x**) 式 也 成 立 . 
设 Zi, T2440), 记 m= 2*, 则 n= 2m, 并 由 归纳 假设 可 得 


p(T > ) 攻 p (2 Re a ee ee 了 
2 mi : * Dm 
= J lL | 
"2 mn i 
1 Ti 二 Ts 十 … .十 Tn a 下 
2 ) 
世人 9 ) 机 77 
p(T1) + p(T2) + + p(Tm) + PTmt1) + + p(Tn) 
- 2m 
_ PT1) + p(T2) + + P(En) 
n 


前 面 我 们 已 证 明了 (**) 式 对 所 有 形 如 2* 的 自然 数 是 成 立 的 . 为 了 完成 数学 归 
纳 法 证 明 ， 还 需要 证 明和 如 果 (**) 式 对 菜 自然 数 > 2 成 立 , 则 它 对 一 1 也 成 立 
事实 上 ， 对 任 党 的 1 2Z2;) Zn 一 1 € (a, Db), 其 中 WW 为 形 如 2 的 正 整数 . 若 令 
网 Tl 化 2 国生 人 Tn-1i 


Ws ;由 
nl 则 


ei 直人 2 v1 填 吕 十 
eb es 


nl1 n 
PT1) + PT2) + tT PTn-1) + p(T”) 
"wy 
n 
PT) + PL) + + Prn1) | 1 人 
n nr nl 


即 
p(T1) + p(T2) + i+ p(Tn-1) 


As 》 
n 


(1- 2) (2 


n nO—1 


3.2 证 明 不 等 式 的 凸 函数 方法 :和 和 和 


从 而 


公 > i | ) 二 zi) 十 P(Z2) 十 十 92(Tn -1l 局 
nl ~ nl 
至 此 我 们 用 数学 归纳 法 证 明了 (**) 式 对 一 切 自 然 数 n 均 成 立 . 
(2) 证 明 : 当 qi 为 有 理 数 时 ， (*) 式 成 立 . 
设 gs 为 有 理 数 ， 且 qk > 0 (及 = 1,2.…… ,0), 十 2 十 … 十 gn 二 1, 则 存在 正 整 
数 q, pi (kk = 二 1,2,:… ,n), 使 得 gq = (大 三 12. ,Nn), Pi 十 户 十 … 十 pn 二 9, 于 


是 由 (1) 可 知 ， 对 Vx, z2,… ,zn € (a, 六 ,有 
n 外 | 十 1 人 十 
o (Paz) 一 2 (2 1 p 


k=1 d 
P1 p2 pn 
gd 
< PiP(Z1) 十 Dap(z2) 十 十 PnP(Zn) _ © 
q 人 二 1 
(3) 证 明 : 当 gx 为 无 理 数 时 ， (*) 式 成 立 . 

设 ,gq2,… ,qn 为 nn 个 正 实数 ， 且 g++… 十 n= 1 此 时 存在 n 一 1 个 正 
有 理 数列 {7 }, {rt 全 NS A 使 得 in rt) 一 gn (k=1,2,:.……,n—1), 且 


| 


2 Pn ) 


ai (m € Z+). 
对 每 一 个 me Z+, 邻 v) =1- 实 ， 的 , 则 fr) 是 正 有 理 数列 ， 且 
k= 二 1 


n—1 


lim_ 二 二 1 一 和 = i 


(2) 中 已 证 明 的 结论 可 得 
(2 + < "Wy po 
于 是 令 m 一 co, 并 由 p(z) 在 (a,b) 上 连续 可 得 
(an) < avles) 


例 3.2.5 (JIanyHos 不 等 式 ) 
设 akp>0,gk>0(k=1,2,…,n)，jqk= 二 1,0<r<s<t, 求 证 : 
k=:1 


Ea 5 一 m 


Mi(@ gq) < [Mg 一 acg 


@ JIanyHos, 李 雅 普 诺 夫 ， 1857 一 1918, 俄国 . 


Ne 第 3 章 不 等 式 与 估 值 问题 


其 中 a = (ai,a2,… ,an 49 = (gg ,qn), Ms(a,g) = (Sed) 3 


证 明 设 0<r<t,o= 5 十 四 则 由 Cauchy 不 等 式 可 得 


1 


(Sef) = [2 (qrak)® ( (qrah)t] < (Daak) (Pad) 
即 
[Ms (a,q)]? < Mi(a,g): Mi(a, gq), 
再 将 上 式 两 端 取 对 数 ， 得 


In Mi (a,g) + ln Mt(a, oD) 
2 


今 p(s) = In Ms(a,g) (s > 0), 则 由 上 式 可 得 
ty < yp(7) A 


jn Me (a,g) < 


2 2 
于 是 由 例 3.2.4 可 知 ， p(s) 为 凸 函数 ， 
记 m = = (0<r<s< 办 则 gm >0 gg>0, q+ 一 ,于 是 
p(s) = 人 (+ 人 (+ plt), 


即 


jn M:(a,g) < In Mr(a,q) 在 = 


由 此 可 知 ， 当 0<r<s<t 时 ， 有 


-In Mi(a, gq). 


t—s 


MOspreol [Me,n] 


习题 “3.2 


3.2.1 证 明 : 若 p(x) 为 凸 函 数 ， f(x) 为 单调 增加 的 凸 函数 ， 则 f(y(z)) 亦 为 凸 函数 . 
3.2.2 设 p(z) 是 是 函数 ，a <b<c, 且 yp(a) = yp(5) = yp(oc), 求证 w(z) 在 (a,c) 内 恒 为 
常数 . 
3.2.3 设 f(z) 为 二 次 可 微 的 正 值 函 数 ， 求 证 ln f(z) 为 是 函数 的 充分 必要 条 件 是 
f(z)f" (zr) 一 [zi >0. 
pt 


3.2.4 设 o(z) 为 二 次 可 微 的 正 值 凸 函数 , 求证， f(z) =z 3 yp(z“) (a>1) 在 (0,+co) 
内 为 凸 函 数 ， g(z) = eiy(e”) 在 (一 co, 十 co) 内 为 凸 函数 . 


习题 3.2 113 . 


3.2.5 证 明 : 若 p(z) 当 z > 0 时 有 定义 ， 则 zp(z) 为 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 e(2) 为 
凸 函 数 . 
3.2.6 设 a, bz, y 均 为 正 数 ， 并 且 满 足 二 = ,求证 


T++y 


a+b 


rin +ylny > (r+y)ln 
3.2.7 设 f(z) > 0, 且 一 f(z) 为 凸 函数 ， 求 证 pp 也 是 是 函数 . 
3.2.8 证 明 : 若 f(z) 与 g(z) 是 (a,b) 上 的 是 函数 , 则 p(x) = max{f(z),g(z)} 也 是 (oa 
上 的 凸 函数 . 
3.2.9 设 f(z) 在 (a,b) 上 是 凸 函 数 , 求证 : 对 Vzo e (ab 存在 me [f(zo0), f(zo0)], 使 
得 对 Vze(a,D), 有 
jz) > f(r0) + m(z — zo). 
3.2.10 设 f(z) 在 (a,b) 上 有 定义 , 并 对 VY zo € (a,b), 存在 常数 mm, 使 得 对 Vz e (a,b), 有 
f(z) > jzo) + m(z — zo), 
求证 f(z) 为 凸 函 数 . 
3.2.11 研究 函数 w(z) = 一 lnz 在 (0, 十 oo) 上 的 凸 性 ， 并 由 此 根据 定理 3.2.6 导出 不 等 式 


二 Q1 十 Q2 十 … 十 an 
Valaz… :an < 一 一 ， 


A 


其 中 ak > 0(k = 1 2 ,n). 
3.2.12 研究 函数 plz) = 2 在 (0,+co) 上 的 凸 性 ， 并 由 此 根据 定理 3.2.6 导出 不 等 式 


7 Lr 1 1 
< ( 一 ++… 十 一 )， 
he i 2 en i nN\T1 T2 bi: 
其 中 zx > 0 (k= 1,2,:.… ,n). 
3.2.13 设 ax>0, gr>>0(k=1,2,.…,n), 且 gx = 1, 求 证 
= 
1+alla®?...al" < (1+a)’ (1l+a2)®?... (1+ an)’™. 


3.2.14 设 f(z) e Rla,0], 求证 : 


1 
(1) og | ef(s) qz; 
0 


(2) 若 Flz)>a > 0, 则 ln f(r)dzr < mf f(x)dz. 
0 0 
3.2.15 设 f(z)€ Cl[la,0], 求证 f(z) 是 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 不 等 式 


f(z) < 去 A fst Wt 
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在 任何 区 间 [z 一 h,x 十 h] 上 成 立 ， 其 中 hh>0, 且 [x 一 h,z 十 h] CC [aa 
3.2.16 设 f(x) > 0 了 "(rz) <0(a<<z<b), 求 证 


b 
f(z) < 1 f(z)dz. 
3.2.17 设 p(x) 在 (a,b) 上 是 凸 函数 ， zk € (a,b), pk > 0 (k= 二 1,2,.… ,n), 求证 
Sper prplzx) 
k=1 之 Rd Ss 


元 ve 
2 pk 2 px 
和 [9 


a 


(说 明 ， 这 是 定理 3.2.6 的 推广 ， 它 取消 了 2 px 二 1 这 一 限制 . ) 
i 
3.2.18 设 p(T) 在 [4,B] 上 是 凸 函 数 ，f(x)€ Rla,b], 且 4A4gf(rz)<B,p(z) 在 [a,o] 上 
非 负 可 积 ， 且 / p(z)dz > 0, 求证 


a 


b b 
f pre)ae f pele)ae 


nb < b 
/ p(z)dz / p(z)dz 


(提示 : 利用 定 积分 的 定义 . ) 
3.2.19 设 f(x), q(xz) € Rla,b], Bgq(z) 2 0, f(x)> of d(z)dz 三 1. 记 


1 


b h 
MU9= (raraz) #0), 
求证 Mg) 在 (一 oo,0) 和 (0, +eo) 上 均 为 单调 增加 函数 . 
3.2.20 设 M6,(f,g) 的 意义 与 习题 3.2.19 中 相同 ， G(f,g) = ef (中 mfr)de, 求证 : 
lim, M.(f,q) = max{f (7)}; 
,lim Mr.(f,q) = 避 过 女人 小 
ob 
3.2.21 设 f(z) 不 等 于 常数 ，f(z), q(z) e Ra 中 且 jz) > 0, atz) > 0， i 
求证 


nb 
一 oft a ln f(r)de < / d(z)j(z)dz. 
d ， 
a 
3.2.22 (Hilder 不 等 式 ) 设 f(z), g(z) e Ra 由 a > 0 8 > 0 于 十 误 = 1 求证 


六 |f(x)g(z)ldz < (f jen) Fr pCa) 
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3.2.23 (Minkowski 不 等 式 ) 设 f(z), g(7) € Rla,0], 7 > 1, 求证 


(fi + oor a) < (fue an) + (f br dc) 


3.3 ”利用 微分 学 证 明 不 等 式 


函数 的 单调 性 与 极 值 问题 都 与 不 等 式 密切 联系 ， 而 微分 学 中 值 定理 和 Taylo1? 
公式 又 使 我 们 能 够 通过 对 导数 或 余 项 的 估计 来 确定 变量 间 的 大 小 关系 , 因此 , 它们 
常常 是 证 明 不 等 式 的 得 力 工具 . 本 节 所 讨论 的 就 是 如 何 利用 微分 学 证 明 不 等 式 , 其 
主要 依据 有 以 下 定理 或 命题 . 
定理 3.3.1 设 jz) es Cla, 相 且 在 (a,b) 内 可 导 ， 则 存在 Se (a,b), 使 


OE 
定理 3.3.2 设 f(z) 与 g(z) 均 在 [a, 可 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 ， 且 g'(z) 天 0， 
则 存在 &€ (o, 中 ,使 
OPPOWNAG 
9(6) 9(o) ge) 


定理 3.3.3 设 Flz) e C"™t1i(a,b), 则 对 Yzx, zo € (a,b), 有 


n fF(k)L. 
f(z) = f(xo)+ EL I 
k=] | 


了 
(n+ 1)! 


(zx 人 Wo 


(z — zo)* + 
其 中 & 介 于 Zz 与 zo 之 间 . 

命题 3.3.1 设 f(z)€ Cla, 串 , 且 在 (ao 内 可 导 ， 则 f(z) 在 [oa 上 单调 增加 
(或 减少 ) 的 充分 必要 条 件 是 f'(7) > 0 (或 f(x) < 0). 

命题 3.3.2 设 f(z)€ Cla,4], 且 在 (a,5) en Zo, 则 当 zo 是 极 大 
值 ( 极 小 值 ) 点 时 ， f(zo) 就 是 最 大 值 (最 小 值 ), 且 f(z) 的 最 大 值 (最 小 值 ) 一 定 在 
区 间 端 点 达到 . 

命题 3.3.3 设 f(z) Ee C1(a,5) (其 中 o 2 可 以 是 -co, +oo), 且 在 (a,b) 内 有 了 唯 
一 极 值 点 zo, 则 当 zo 是 极 大 (小 ) Ll f(zo) 就 是 最 大 (小 ) 值 . 

例 3.3.1 设 f(z) 与 g(z) 在 [a,9] 上 二 次 可 微 ，f(a) = g(a), f(b) = g(0b), 且 对 
VzE (a,b), 有 f"(z) <g"(z), 求 证 对 Vze (a,b), 有 f(x) > g(x). 

证 明 令 yp(z) = f(z) 一 g(x) (a < 工艺 ), 则 由 yp(a) = wp(2) = 0, 并 根据 Rolle 定 
理 可 知 ， 存 在 和 e (a,b), 使 得 p'(€) = 0. 


Q@ Taylor, 奈 勒 ， 1685 一 1731, 英国 . 
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又 由 pz) 二 (7) 一 g"(z) <0(a<z<D) 可 知 ，& 是 函数 p(x) 在 (oo 内 
的 唯一 极 大 值 点 ， 所 以 p(x) 的 最 小 值 只 能 在 区 间 [a,0] 的 端点 达到 ， 即 当 ze (a,b) 
时 ， 有 2(z) > p(a) = yp(5) = 0, 从 而 对 Vxe (a,b), 有 f(x) > g(z). 

例 3.3.2 求证 : 对 任意 正 整 数 n, 有 


(1+ 全 这 a lle Ml) 
27 十 1 n . 27 n/ 


分 析 为 了 用 微分 学 ， 将 离散 变量 n 转换 为 连续 变量 x, 我 们 只 需 证 明 : 对 任 


意 的 x > 0, 有 
Cr 
这 相当 于 不 等 式 
mt) +rin(1+=) <1<m(i+)+aln (1+=). 


证 明 令 ftz) = m (1 于 元 +zIn (1 + =) -1(ze (0,+co)), 则 由 
iptz) = lim, [mn @ 宙 =) Gz 4 | SN 


及 
1 


zr(r+1)(2r+1)? 
可 知 ， 当 z 一 +eo 时 ， f(z) 单调 减少 趋 于 零 ， 故 当 z > 0 时 ， 万 (z) > 0, 从 而 由 


下风 = 


<0 (0<2 芭 十 co) 


a 
可 知 ， 当 z 一 +co 时 ， f(z) 单调 增加 趋 于 零 . 这 说 明 当 xz > 0 时 ， f(x) <0, 从 
而 对 任意 正 整 数 n, 有 


f=In (+ ) +nin(1+27) -1<0, 


27 十 
即 


(1+ +) <e. 


同 理 可 知 ， 对 任意 正 整 数 n, 有 


3.3 利用 微分 学 证 明 不 等 式 “117. 


例 3.3.3 设 f(z)e C?[a,0], 且 f(a) = f(0) = 0, 求 证 
bl 和 - La 二 人 2 


证 明 如 果 ax {|f(z)} 二 0, 则 f(z) 三 0, 此 时 结论 目 然 成 立 . 
如 果 mas, {|f(z)|} 关 0, 则 由 f(z) eC?[as 机 及 f(a) = f(W) = 0 可知， 这 少 存 
在 一 et (a, 已 使 得 
HG = max{|f (ol} > 0 


并 且 f"(&) = 0, 于 是 由 Taylor 公式 可 知 ， 对 Vz € [a, 串 , 有 


10) = 0 +7 00- + ED- 0 = /10+ (8) 
其 中 改 介 于 z 与 & 之 间 ， 由 此 可 知 ， 当 &€ [a, 2 二 ] 时 ,由 
0= (0 = 1 + a e) 
可 得 
1 二 ea 2 
HI= eo <3(3) 0 = 和 mg, {fo 
当 te [2 ,中 时 ,由 
0=1@ = 70 + -6) 
可 得 
HI= 6- <3( 5) = as 
从 而 i 
ma {f(D = ON < TH mas, {If" (a) 
例 3.3.4 证 明 不 等 式 
人 
SINnN NAT Tn 
证 明 设 f(z) = 空空 -z(1 -za (0<x<), 则 f(z) 在 [6, 引 具有 三 阶 连 续 
的 导数 ， 且 


f(r)=cosnz+2rz—1, f(r)=2— rsinnz, f(z) = —7n? cosnz. 
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由 于 f(z) 在 0,1] 上 有 唯一 的 零点 x = 5, 并 根据 Rolle 定 理 可 知 ,f"(z) 在 [0,4] 上 
至 多 有 两 个 零点 ,而 疡 (z) 在 [0,1] 上 只 能 有 三 个 零点 ,分别 为 一 0,z = 
又 由 


> 1 
c= Ws 
7， 


户 (5 =2—x<0 
可 知 ，z = 3 为 f(z) 在 (0,1) 中 的 唯一 的 极 大 值 点 . 这 说 明 f(z) 的 最 小 值 点 只 能 


在 端点 z=0 或 x=1 处 达到 , 即 f(x) > f(0)=f(1)=0(0<z<1), 从 而 


Z(1 一 QZ 1 
和 (Oe 
SiN TT i 


例 3.3.5 设 f(z) 在 (-oo,+co) 内 二 次 可 微 ， 并 且 


Mi = sup{|f H(z)|} < +o0 (k= 0,1,2)， 


求证 M2 < 2Mo Mo. 

证 明 对 Yze(-co;,+co) 及 Vh > 0, 由 Taylor 公式 可 得 

f"(&1) 
2 

f"(€2) ,2 

h 十 To h 


f(r+h)= f(z)+ f(z)h+ h? (zr<& <zr+h), 


Je- 月 = Jo) — f(a) (有 < 名 < 人 
两 式 相 减 得 

1r@= 立 [e+ 月 -Je- 癌 +3LPG) 一 天 (6 
从 而 对 Vz Ee (00,+00) 及 VYVh >0, 有 


| Mo hh 

A) Sm (*) 

、 Ss Mo hh 
如 果 Mo = 0, 结论 显然 成 立 . 如 果 Mo > 0, 令 yp(h) = Be 后 a M2(h > 0), 则 由 

Mo M 1, 2Mo 
WV( 风 = 一 各 十 己 (= >0 
5N7 ge 
可 知 ，w(h) 在 点 = 处 取得 最 小 值 ， 故 对 Yz e (一 00, 十 00), 由 (*) 式 可 得 
4 


5 WN M, 7 
f(a < eV 过 = gy TY =V MMos 


再 根据 x 的 任意 性 ， 就 得 到 
M? = [sup{|f'(z)|} < [V2Mo Ms]” = 2Mo Ms. 


3.3 利用 微分 学 证 明 不 等 式 “所 9 


例 3.3.6 设 t a, 5, p,q 均 为 正 数 ， 且 > + 2 = 所 未 证 


业 
ab < —(ta)? 十 0 
p gq\t 


、 2 
证 明 全 J 二 9 (t > 0), 则 由 


f(t) = ot lt — bt 0, f(t) = (po 1)art?r ?+ (g++ 1)bt 2 


可 知 ， 了 /() 具有 唯一 的 零点 如 = 区) = (加 )”= 如 a- 且 


QP QP 
f"(to)=(p- Db a +(qg+l)b = +gas bs >0, 
于 是 f(to) 为 最 小 值 ， 即 对 Vt > 0, 有 


i 1/b\g 下 _z 1 _g 1 1 
(ta)?+—-(-) = f(t) 2¥ f(to) = -bar 十 -ab 的 ?= -ab+-ab=ab. 
ptt or) = 0) = > ; 308 十 了 


2 1 .1 
定理 3.3.4 设 a, b, D 9 都 是 非 负 实 数 ， 且 p 不 gq = 5 则 
ab < Cp 
也 qd 


例 3.3.7 设 a>b> 1, 求证 a > be. 
分 析 对 不 等 式 两 边 取 两 次 对 数 之 后 得 


Inlna+alnb > Inlnb+blna. 


na 


如 果 记 z= 也 4 > 1,y = Inb > 0, 则 只 需 证 明 不 等 式 


Inz > y(zey 一 ery). 
证 明 令 p(x,y) = zey 一 e?Y (Zz > 1,y>0). 如 果 yp(z,y) < 0, 则 显然 有 


Inz > yp(z,y). 


如 果 2(z,y) > 0, 则 由 


p(TY) = Zey 一 ze"y < 0 
可 知 ，w(z,y) 关于 vy 严格 单调 减少 , 故 当 yy > 0 时 ，y(z,y) < nm, p(x,Yy) = x—1, 
而 由 0 < w(x,y) = ey[z 一 eX-D09] 可 知 ，(zx 一 1)y < lnz, 于 是 有 


Inz > (z—1)y=y lim wp(z,y) > yp(7r,y) = y(xey 一 e 7). 
1 一 0 十 
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lIna 


将 z= 5 > 1,Yy=Inb>0 代 入 上 式 两 端 ， 整理 可 得 
at > bo 
例 3.3.8 设 n 阶 方 阵 
Q11 CQ12 CQ17m 
pe U21 Q22 Q27m 
anl an2 … ann 


满足 条 件 Da 二 1 (= 1,2,:… ,n), 求证 
j=1 
-1<|A|l<1, 


其 中 |4| 为 4 的 行列 式 . 
证 明 如 果 |4| = 0, 则 结论 显然 成 立 ， 下 面 假定 14| 关 0, 并 把 |4| 看 作 个 
变 元 Qij (二 = 1,2,..…… ,n n) 的 函数 ， 记 为 f= |4l. 又 设 


pi = 十 a 多 十 … 十 a2, 一 1 (i=1,2,.…,n), 
显然 我 们 只 需 证 明 在 ”个 约束 条 件 
站 


的 限制 下 ， f 的 所 有 极 大 值 和 极 小 值 按 其 绝对 值 来 说 均 不 超过 1. 
作 Lagrange 函数 
入 2 站 


L= f+ 人 pit a+ + 本 pr， 
则 由 了 = 14| = aa4ia 十 aizAiz 十 … 十 QinAin (i 二 1,2,… ,n) 可 得 方程 组 
oL of a 
Bos 一 十 Xiaij = Aij+ Nai;=0 (i,7= 1,2,..…,n), 


即 
Aij + Mai; =0 (i,j = 1,2,..,n), (*) 


用 ai; 乘 (*) 式 的 两 端 ， 并 对 j 求 和 ， 得 
Qi Ai + QizAiz+t+ainAint+ 和 (Qn 二 +… 二 a) 三 |4+AN =0， 


即 
[A + 和 N=0 (=1,2,..,n). 


习题 3.3 " 121. 


由 上 式 解 得 Xi = 一 |4| (i = 1,2,.… ,n), 并 将 其 代入 (*) 式 ， 得 
Ai; = aij|A| (i,j = 1,2,.…. ,n). 
-是 利用 4 的 伴随 阵 4* 的 定义 及 4* = |4|4” 可 得 
1414-1 = 4*=|A4|47. 


综 上 可 知 ， 44” 为 单位 矩阵 就 是 f 取得 条 件 极 值 时 所 满足 的 条 件 ， 这 说 明 
f = |4| 的 所 有 极 大 值 和 极 小 值 按 其 绝对 值 均 不 超过 |4|? = 1, 于 是 对 满足 条 件 


pi=0 (i = 2 ,1) 
的 其 他 行列 式 而 言 ， 必 然 有 |4P < 1, 即 -1<|4|l<1. 
习题 3.3 


3 
3.3.1 求证 , 当 0 <z 芝 工 ， 有 (22) > cosz. 


3.3.2 求证 当 z > 0 时 ， i 于 2 单调 增加 ; 而 当 z > 1 时 ， (1 驴 二) 单调 减少 . 
3.3.3 求证 当 z > 1 rr > 1 时， 有 


Z >1+r(z—1)+ 7(r (一 -). 


3.3.4 利用 条 件 极 值 证 明 Halder 不 等 式 . 


3.3.5 设 f(x) 在 长 度 不 超过 2 的 区 间 了 上 满足 条 件 |f(z)| < 1 及 |f”(z)| < 1, 求证 对 
vre1T, 有 |f(z)| < 2. 


3.3.6 设 f(z) 在 [a,b] 上 二 次 可 微 ， 并 且 f"(zx) < 0 (a<zx<5b), 求 证 


= TE Nee, 


f(z) > f(a)+ -a) (a<zr<b). 


3.3.7 证 明 : 当 n 为 奇数 ， 且 x 关 0 时， 有 


2 
化 I 
e >1I+Z7 二 可 十 十 页 ; (*) 


当 为 偶数 时 ， 如 果 > > 0, 则 (*) 式 仍 成 立 ， 如 果 z < 0, 则 有 


EE 
2! nl 
a a b 
3.3.8 求证 当 a 关 b 时 ， 及 二 < 一， 
3.3.9 设 f(x) 在 [a,b] 上 二 次 可 微 ， 且 f(a) = f(b) = 0, 求证 : 存在 ce (a,b), 使 得 
4 


|f" (oO)| > azo) — f(o)|. 
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3.3.10 设 f(z) 在 (0, 二 00) 上 二 次 可 微 ， 并且 Mi = sup{|f (zx)|} < +eo (k= 0,1,2)， 
rr>0 
求证 
M? < 4Mo M;. 
3.3.11 设 f(z) 在 (一 00, 十 co) 上 有 三 阶 导 数 , 并 且 f(z) 及 f"(z) 在 (一 co, 十 oo0) 上 有 界 ， 
求证 疡 (z) 及 "(7z) 也 有 界 . 
3.3.12 设 n 阶 和 矩阵 


Ql1l Qa12 dln 

Q21 Q22 Q27m 
4 一 

Qnl Qn2 ……” Qnn 


满足 条 件 |a;j| < M (i,j = 1,2,… ,n), 求证 |4|? < n*M?". 
3.3.13 证 明 下 列 不 等 式 : 
(1) 当 z <1, 且 zx 关 0 时 ，, 有 有 二 放生 
(2) 当 z >0, 且 zxz 关 1 时 ,， 有 lnz<z-1; 


(3) 当 z>0 时 ， 有 zy<zrlnz+t+ey 1. 


3.4 利用 积分 学 证 明 不 等 式 


一 般 来 说 , 积分 形式 的 不 等 式 常常 要 借助 于 积分 方法 来 证 明 , 包括 分 部 积分 ， 
利用 积分 的 性 质 及 第 一 、 第 二 中 值 定理 . 主要 依据 是 下 面 几 个 定理 . 
定理 3.4.1 设 f(x), 9g(z) € Rla,0], 且 f(z) < g(x), 则 


/ “这 / je 


定理 3.4.2 设 f(x) e R[a,0], 则 


pi 


定理 3.4.3 设 f(z) e Cl[a,b], g(z) € Ra 中 并且 g(z) > 0, 则 存在 € € (oa 
使 得 


: / “al 


b b 
| FE | Se 
定理 3.4.4 设 f(z), g' (zx) e R[a,0], 则 


b 


b 
/ f(z)dg(z) = f(b)9(b) - fla)g(a) - / glz)df (z). 
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定理 3.4.5 设 g(7) € Ra, 中 f(z) 为 单调 函数 ， 则 存在 & & [a,4], 使 得 


b € b 
rT)g(r)dz = dz b rT)dz. 
/ Flz)gtzjdaz = Faj / gtzjdz 十 大 加 | gfzjaz 


命题 3.4.1 设 f(z) 在 [0,+co) 上 单调 减少 ， 数 列 {aw}%2o 非 负 严格 单调 减 
六， 则 


SO 


hid (ax 一 ak_1)F(ak) 有 风 f(r Ed: Qk 一 QF-1) f(a-1):. 
RE 


ao 天 = 


命题 3.4.2 设 f(x), 9(z) e 下 则 


(fi od) < f re Da 2(z)dz. 


命题 3.4.2 中 的 不 等 式 是 Cauchy 不 等 式 的 积分 形式 ， 它 在 证 明 积分 不 等 式 时 
是 很 有 用 的 . 为 了 和 离散 形式 相对 照 ， 这 里 也 给 出 两 种 证 法 ( 见 例 3.1.2). 
证 明 方法 一 : 容易 看 出 ， 关 于 入 和 的 二 次 型 


| f2(z)dz 十 2 f(r)g(r)dr + pe a 2(z)dz = /wy 十 1g(z)]2dz 


是 半 正 定 的 ， 故 有 
b bb 
上 jP2(z)dz ) jlajgtajdz 


b 
f fo f Fae 


>0， 


即 
Gt f(z)g(7) an /六 f(x)dz- | so (Z)dz. 
方法 二 : 令 也 ={zy)1agz 和 ba 和 gy 近 四 , 则 由 积分 的 性 质 可 得 
[rrr = 加 Wx (zjdz = | 六 Peardy 
; 
| f(r)g(z)f(y)g(y)drdy = Cf f(z)g Ee 
于 是 由 


户 (z)g2(0) + 2(g)g2(z) — 2f(z)g(y) f(y)g(z) = [f(z)9(y) - f(y) g(r >0 
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可 得 
Wiss Ft 2)dzdy 十 /fen 2(z)dzdy > 2 He (wm y)g(y)dzrdy. 


综 上 可 得 , | | 
/ Pdr { g(r)dz > (/ f(r)gl)de) | 


命题 3.4.3 设 f(x), g(x7) € 已 [oO 
(1) 如 果 f(z) 与 g(x) 是 同 序 的 ， 即 对 VY x, ye [a,9], 有 


[f(x) — f(y)]: [g(x) ~ g(y)] > 0, 


则 
| A 人 人 下 人 
(2) 如 果 f(z) 与 g(z) 是 反 序 的 ， 即 对 Yz, ye fw, 下 有 
[f(z)— f(y)] oz) 一 9 和 0 
则 


b b b 
F(a)dy: . 而 芝 估 = 而 外 f(z)g(z)dz 


证 明 令 D={(z, 胃 )|a<z<ba<y< 四 , 则 由 积分 的 性 质 可 得 
b 
J i Cd = 人 pads: 1 shi = // Mortar 
D 


b 
// AT PR PE 1 f(z)g(z)dz = | faty)dsdy, 
和， 


并 由 f(z) 与 g(x) 同 序 可 知 ， 对 Yz, ye [a,0], 有 
f(T)g9(7) + f(y)g9(y) > f(r)g9(y) + f(y)g(7), 
于 是 将 上 式 两 端 积分 ， 整 理 可 得 


b b b 
| Pd: 下 eS / f(s)g(ejde 


同 理 可 知 ， 如 果 f(z) 与 g(z) 反 序 ， 则 


[ sea fs (Z)d 一 6-of f(x)g(7z)dz. | 
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例 3.4.1 设 f(z)e Clfag, 上 且 /ao) = 0, 求证 
b 2 
/ 户 (z)dz < /ropar 


证 明 由 Flz) eClla 电 及 Fa =0 可 知 对 Vxe[a,0], 有 


= / f(Dat 


故 由 命题 3.4.2 中 的 Cauchy 不 等 式 可 得 


到 三 | 上 7 nd < [POPd tf ds-o Jp 


于 是 将 上 式 两 端 积分 ， 得 


"bb b b 0 2 b 
{ Fwas < f oOPd f -oar= /Pd 


例 3.4.2 设 f(z) 在 [a,b] 上 有 有 界 的 导 函 数 ,但 不 恒 为 常数 , 且 f(a) = f(b) = 0， 
求证 : 存在 ce (a,b), 使 得 
4 b 
> wy f(r)dz. 


证 明 由 f(x) 在 [a,4] 上 有 有 界 的 导 函 数 ， 且 f(z) 不 恒 为 常数 可 得 
0< sup{lf (2)l} < 十 co. 
[a,b 
记 4M = sapt/ol 由 7 =f(W) =0 可知, 当 a<w < 全 了 时， 有 


f(z) = f(a) + f(z -a) <|f (Oz -a) < M(z—a), 
<z<b 时 ， 有 


f(z)= 0) +f Dz -0 < FN- 7) < MC- 7), 
于 是 


f(r)dz = 下 f(z)dz+ [, f(z)dz 


a+b 


b . 
< mu | (za)dz+ wa) (b— zs)dr = M. 
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在 上 面 关 于 i 的 展开 式 中 ， 两 个 等 号 不 可 能 对 所 有 z 都 成 立 . 反之 ， 如 果 


对 Vze [a 3 | 有 
f(z) = M(x —a) 
并 且 对 Vze [之 ,中 , 有 
f(z7) = M(b— 7) 
则 由 f(z) 在 点 了 == 全 可 导 ， 
es f(t) = (= 


这 与 M > 0 矛盾 . 此 矛盾 说 明 ， 存 在 z* e [a, 串 , 使 得 
f(z*) < M(x”* —a) 


或 
f(z*) < M(b— 7*). 


又 由 f(x) 在 [oil 上 连续 可 知 ， 这 两 个 不 等 式 中 至 少 有 一 个 在 包含 x* 的 一 个 小 闭 
区 间 成 立 ， 于 是 上 述 整 个 积分 不 等 式 是 一 个 严格 不 等 式 ， 即 


b 
> | f(r)dz. 


由 上 式 及 上 确 界 的 定义 可 知 ， 必 存在 一 点 ce (a,0), 使 


b 


例 3.4.3 设 f(z)e C?[a,] 且 f(a) = (2)=0, 求 证 


We 多 


证 明 方法 一 : 由 f(z) s C2?[a, 中 fo) = f(b) = 0 及 分 部 积分 公式 可 得 


fa Dar= { f(a (z—-a)= (rz—-a)f 人 | -Ge-o ‘(x)dz 


=- /ee-ore )d(z — b) 


b b 
= -eo FD) + f Dalte -oe)] 
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b b 
一 下 (zr —b)f'(r)dz +/ (zr —a)(rt —b)f"(r)dzr 
a 和 b a 
=/ tart -oe -D(a)d, 
再 由 积分 中 值 定理 可 得 
b b 
f fs = 37 { Go dds = Ce), 


/| | 


方法 二 : 由 f(z)€ C?[a,09] 及 Taylor 公式 可 知 ， 对 Vze [a,0], 有 


max {|f"(z)|}. 


a<zrz<b 


— a)3 
12 


ja = fo + FD)a 0) + 5370) 2) 
(0) = f(z) + f(z)(0— 2) + pi -中 
将 上 式 两 端 相 加 ， 并 利用 f(a) = f(b) = 0 可 得 
0 2 


从 而 对 Vz Ee [a,b], 有 
c++ f"(O)(o— 2) + "(bz) 
fey = (0s = ) = . 


将 上 式 两 端 积分 ， 并 利用 f(a) = f(b) = 0 可 得 
。 b Fu 二 wr 记 1 2 
fre (0-0 LYE- HV, 


i 上 人 J(z)dz 小 太一 宁 - "(DO 7), 


移 项 并 取 绝 对 值 ， 得 


b 
Dao) spa COD (a = + (2 0 


Ss (b—a)’ 11/ 
二 一 Wellf (z)|}. 


例 3.4.4 设 Flz) se Clla,4b], f(a) =0, 且 对 vzel[a,0], 有 0<f 了 (zx) < 1, 求 证 


/ aaas | / yada 
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证 明 作 积分 上 限 函 数 
= 人 f3(z)dz - Wl (a gt<b), 
则 w(b 在 [a, 相 上 连续 ， 且 
v= 0 270 / sy [Po 二 [ fo)da| 
记 w(t) = P2(0 一 2 ff) (a <t<), 则 由 0< 了 (z) < 1 f(a) =0 可 得 


w=2707(0 -270 =270 -1 / -这 
于 是 w(t) 在 [a, 相 上 单调 减少 ， 且 由 
v(t) < ya) = f° (a) — | f(z)dz = 
可 得 
(0) = wD sof f(z)dz <0. 
综 上 可 知 ， p(t) 在 [a,9] 上 单调 减少 ， 且 y(t) < wp(a) = 0, 从 而 p(2) < 0, 即 


/ J | / ad] 


例 3.4.5 设 f(x)e C[0,1], 且 对 Vze [a,bl, 有 0< jz) < 1 求证 


0 


证 明 由 f(x)e ClI0,1] 及 0< f(z) <1 可知 ， Tf 站 之 1 于 咕 


1 f/f) 
jdz= { TE fod. 人 


容易 验证 - 2 与 1 f(x) 是 区 序 的 ， 故 由 上 式 及 命题 34.3 可 得 


[ia se 了 az -Hole 
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于 是 整理 可 得 


请 读者 把 例 3.4.5 中 的 不 等 式 转换 为 离散 形式 ， 并 给 予 证 明 . 
例 3.4.6 设 f(z) 是 [0,27] 上 的 凸 函 数 ， 记 (z) 存在 且 有 界 ， 求 证 


27 
; f(r)cosnrdz >0 (n=1,2,.…). 


J0 


证 明 由 f(z) 在 [0,27] 上 是 是 函数 及 万 (z) 存在 且 有 界 可 知 ， fr(zx) 在 (0,27) 
上 单调 增加 且 有 界 ， 故 f'(z) 在 [0,27] 上 可 积 ， 于 是 根据 分 部 积分 公式 和 积分 第 二 


中 值 定 理 可 知 ， 对 Vme2+, 有 
全 fn f'(z) sinnzdz 


于 三 (zsinmzdz 
€ 27 
= 二 二 了 1(0 sinnzd ‘(2 si dz 
区 )/ sinnzdr + f'( nf sinnz | 


[ f(z ) cosnzdz = f(z Jsinnz| 


Nn 


~ -二 [/ 1(0) -Ss + fr(2n) | 
Lon f'(27) — f'(ON 20. 


例 3.4.7 设 f(z) e C10,1], 但 不 恒 等 于 常数 ， 且 f(z7) > 0 (0 < zx < 1), 求证: 


tf/ 1 ,M+m) 
/raar { FD de 4mM “ 


其 中 Mo=m hm te )y: 
证 明 i 1], 全 :) > 0 可 得 


[Fe) ma)lf (0) = Mm 
ee = f(z)— (M+m)t+ | < 0 


于 是 由 f(z) se Cl[0,1] 且 不 恒 等 于 常数 可 知 ， 上 式 不 恒 等 于 零 .， 将 上 式 两 端 积 


并 整理 可 得 
mM 
一 -一 M 
三 az 了 十 770. 


将 上 式 两 端 乘 以 /于 rs 了 dz 可 得 


1 1 2 
和 (rz)dz . 用 二 dz < (AM 十 mm) dz 一 | 的 dz| 


(z) o f(z) o f(z) 
_ (M+m)? 1 mM M+m]’ 
| 
(m+ M)? | 
4 
从 而 
1 (mm 十 MI) 
习题 3.4 
3.4.1 设 f(z)e Ca, 外, 且 f(a) = 0, 求证 
(z)dz| < ) maxfly (z)|}. 


3.4.2 设 jz) e Cla,b], 且 f(z)>0(agz<5b), 求 证 


b b 1 3 
由 fodz / Fa 9 过 (一 a) . 
ob 
3.4.3 设 a<0<5b, frz)eRa,a， Frz) >0, 且 / Xf(z)dz = 0, 求证 
f #0 < -wf f(z)dz. 
3.4.4 设 f(z) e Ci[a,0], 求证 


a < | 有 太 7eoaz 


b 
+ /oldaa 


3.4.5 (de6amnsa@ 不 等 式 ) 设 plz) e Raw 中 p(z) > 0, 而 f(z) 与 g(z) 都 是 [a,0] 上 的 单 
调 函 数 ， 并 具有 相同 的 单调 性 ， 求 证 


b b b nb 
f wr): re)sCodzs pwd { per) 


(提示 参考 例 3.1.3.) 


@ de6pnuéB, 切 比 委 夫 ， 1821 一 1894, 俄国 . 


习题 ”3.4 
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3.4.6 设 f(z) e C™™[a,b), fm(zS M, Fo = f(b) = 0 (k= 0,1,.…- 


求证 
(nl!)?M 
f(s)dr| < tnan + 


3.4.7 设 pn(z) 为 n 次 代数 多 项 式 ， 求 证 


(Gatl. 


b 
/ lpn (z)ldz < 2n max{lpn (2)|}- 
b 
3.4.8 设 f(x)€ Cll[a,bl, f(a) = Fo = 0， 并 且 / f(z)dz = 1, 求证 
b bo 1 
/ [f'(z)]dz / zZ2F2(z)dz > 下 
3.4.9 设 f(z) 在 [7,7] 上 单调 减少 ， 求 证 对 Yme2Z+, 有 
[ f(r)sin(2n+1)rdr < 0< . f(r) sin 2nrdz. 


Vw 
3.4.10 求证 人 sin zzdz > 0. 
a+b 


3.4.11 设 f(x) e C*[a,0], 且 f( 福 


f(z)dz| < 


3.4.12 设 flz) e Ci[a,0], 且 f(1) 一 了 (0) = 1 求证 


) =0, 求证 


es 本 max{If "(a)l} 


[ Yorar > 
3.4.13 设 e: <a<b, 求 证 

nz mn 
3.4.14 设 f(z) 在 (-co, 上 +co) 上 可 微 且 有 界 ， 并 满足 


|f(z)+f (rr) <1 (-co<z<+oo)， 


求证 |f(z)| < 1 
3.4.15 设 f(z) e C1[0,1], 求证 


7. I|f(z)ldz < max{ If' (zx)ldz, 


3.4.16 设 f(z) e C( 一 00, 十 00), f(z) > 0, 并 对 所 有 的 二 皆 有 


J. . f(z)dzr 


十 oo ， 
| eli-®lf(z)dr < 1, 


,nC— 1), 
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求证 : 对 任意 的 a, b (a < 5b), 有 


b—a 
/ f(z)dzr < > 十 1. 


b 
(提示 ， 对 连续 函数 PoO= / e-lt-<1f(z)dz 在 [日 上 积分 .) 
3.4.17 设 f(z) 在 [0,1] 上 单调 减少 ， 求 证 对 Vae(0,1), 有 


人 dr SG | Lr)dr. 
f(z)dz > i )az 
3.4.18 设 f(z)e C[0,1], 且 f(x) 单调 增加 ， 求 证 


上 rf (rz)dr ) ee 
人 rf (rz)dr J. 户 (z)dz 


3.5 ” 估 值 问题 


在 数学 分 析 中 ， 需 要 对 变量 进行 佑 值 的 问题 很 多 . 例如 ,利用 单调 有 界 原理 证 
明 数 列 极限 存在 时 就 需要 估计 这 个 数列 的 上 界 (或 下 界 ); 在 讨论 级 数 或 无 穷 积分 的 
收敛 性 (或 一 致 收敛 性 ) 时 ， 要 寻找 优 级 数 、 强 函数 ， 就 得 对 级 数 的 一 般 项 或 带 有 
变动 上 、 下 限 的 积分 进行 估计 ， 等 等 . 

估 值 问题 与 不 等 式 的 证 明 密 切 相关 ,但 又 不 是 一 回 事 . 证 明 不 等 式 时 ， 变 量 之 
间 的 不 等 关系 常常 是 已 知 的 ， 只 是 论证 这 种 关系 成 立 . 而 在 佑 值 问题 中 ， 则 是 根据 
需要 去 寻求 变量 之 间 的 大 小 关系 . 不 等 式 可 以 作为 估 值 的 工具 , 对 变量 进行 比较 准 
确 的 估计 ， 是 一 种 非常 重要 的 分 析 技 巧 . 

常用 的 佑 值 方法 或 思路 是 : 通过 对 变量 作 初 等 变形 并 借助 已 知 不 等 式 进行 放 
缩 ;》 利 用 二 项 式 定 理 和 Taylor 公式 进行 展开 并 根据 需要 做 出 取舍 或 对 其 余 项 进行 
估计 ; 以 微分 学 (包括 导数 、 中 值 定理 等 ) 为 工具 , 分 析 变 量 的 单调 性 和 极 值 ， 从 而 
估计 其 上 、 下 确 界 ; 以 积分 学 为 工具 ， 利 用 积分 的 性 质 和 第 一 、 第 二 中 值 定理 (在 
离散 情形 则 需要 借助 Abel 变换 和 Abel 引 理 ), 对 带 有 变动 上 、 下 限 的 积分 (或 有 限 
项 的 和 ) 进行 估 值 . 

在 对 变量 进行 估计 时 ， 要 尽 可 能 地 “精打细算 ”， 不 要 一 下 子 放 ( 缩 ) 得 过 大 . 


例 3.5.1 对 有 限 和 学 言 (p> 了 及 无 限 和 学 (p> 了 给 出 估 值 
b= C= 
解 利用 积分 性 质 可 得 


3.5 估 值 问题 


于 是 当 歼 三 工时 ， 有 


n 1 
< <1+lnn; 


当 p>1 时 ， 有 
| 1 1 pp 1 
Em < toi GB- pi Gi 
由 于 上 式 对 任意 的 正 整 数 n 都 成 立 ， 于 是 
< p 


1 
一 三 lim 


< 一 一 . 
二 


特别 地 ， 当 p 为 正 整数 时 ， 我 们 给 出 几 个 估计 式 : 


1 
亡 k? n 

a 下 二 3 1 
2 
昂 "和 L 2 4 1 
Ak 3 Sn 


WI DI 


例 3.5.2 对 无 限 和 > A arctan 3 给 出 其 上 限 的 估计 . 
1 n2 


也 一 


解 为 了 便于 估计 ， 应 当 去 掉 根 号 ， 于 是 


3 1 
—4/arctan 
Lk? 


根据 恒等式 


arctall = 一 一 = 一 eR east 
“FT 1 + RCE+1) 


可 知 ， 对 Yn eZt+, 有 


n 
arctan 一 -一 一 一 一 
亡 hk? 二 kk 十 1 
从 而 
Co 1 
>, arctan Po re im 


又 由 例 3.5.1 可 知 ， 衬 记 < 了, 于 是 


rs 
k2+k+l1 ”NA 


1 


Rk4 


2 二 +n++1 
利用 Cauchy 不 等 式 可 得 


1 


= arctan(n + 1) — arctan 1, 


A 
= lim arctan(n+1)—arctanl = 3 


忆 玉 4/arctan -3 < < ys 


) (> arctan 二 


不 
4 


1 


2 
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= arctan( 大 十 1) 一 arctan 大 


不 
4 有 
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例 3.5.3 讨论 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
ce 1 


i 2) (na 1). 


; 
py 4 人 n= 


解 (1) 由 Taylor 展开 式 得 


和 3 
2 ei m2 + Viln2+ nn?2+ nViin +. > nV 
所 以 
| 
2% Im2 7 


于 是 由 比较 判别 法 可 知 ， 级 数 学 了 大 收 全 


(2) 直接 估计 an = nzzfi - 1 不 方便 ， 但 变形 为 1 + an = nw 就 好 办 了 . 
对 Vme2Z+, 由 a。>0 可 得 


a 1 
n= (1 十 an)™ +1 二 1 十 (mn? 十 1)an 十 n(n 十 1)a2 十 …: 


Eas 1 : 
> 本 十 1)a2 > 3 an 


所 以 


V2 
Qn < 一 7， 
人 2 


于 是 由 比较 判别 法 可 知 ， 级 数 沁 (nw™77 一 1) 收 全 
例 3.5.4 设 a > 0, 函数 f(z) 在 [a,+co) 上 满足 Lipschitz2 条 件 ， 即 存在 常数 
元 > 0, 使 得 对 VY zx, y € [a, 十 oo0), 有 
Ha- < Lhe —yl, 


求证 刀 z) 在 [a,+o0) 上 一 致 连续 . 


化 


证 明 对 Vzi,z2 e [ao +coo), 显然 要 估计 
f(z1) za) 


1 2 


并 希望 得 到 不 等 式 
jzi) _ f(x2) < Ml|z1 一 xz2| (其 中 M 为 常数 ). 


Tl1 TX2 


Q@ Lipschitz, 李 普 希 欧 ， 1832 一 1903, 德国 . 
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frl) f(z2)| __ [f(zi)(z2 — £1) + Ti[f (ri) — f(z2)]| 
TX1 T2 加 172 
< zz 二 22| 士 ca) — f(z2)| 
本 TX1T2 
< li | 十 站 


最 后 不 等 式 右 端 的 第 二 项 可 利用 Lipschitz 条 件 进行 估计 : 
|f (x1) — f(z2)| 


Z2 


为 了 估计 第 一 项 ， 先 要 证 明 人 站 有 界 ， 事 实 上 


瑟 
< CO—|z1 一 2Z2|. 
a 


| [f(z) — fla)| 各 |f(a)| < 了 区 一 qd| 让 |f(a)| 冯 寺 下 |f (a)| 
rr | r rr 一 r 六 a 
于 是 可 选取 M = 人 并 且 对 VY x1,x2 e [a, 十 oo), 有 

一 一 Z1) -| < [z+ 4 | |z1 + le 一 za| < M|zi | 


由 此 可 推出 妃 z 为 一 致 连续 的 ， 

i ,…), 求证 级 数 车 (1a 
条 件 收敛， 

分 析 显然 有 全 < 1, 故 {an} 单调 碱 少 . 为 了 证 明 级 数 条 件 收敛 ,我 们 既 要 
证 明 ,lim an = 0, 又 要 证 明江 an 发 散 ， 因 此 要 从 大 小 两 个 方向 对 on 进行 估计 ， 


有 放 又 有 缩 . 
由 于 an 中 这 种 因子 结构 特点 ， 自 然 希 望 通 过 将 各 个 因子 适当 放 缩 后 能 够 彼此 
相 消 而 得 到 简化 ， 为 此 我 们 先 把 因子 个 数 放大 一 倍 ， 再 进行 放 缩 ， 即 先 估计 性. 
丁香 
nN 1 


二 1 

i- 5 7 / 2n—1 2 一 ] 
和 

1 2 3 4 5 6 7 8 2n~=1 2n 1 
TF mm mi mi 
2_1 1 3 3 5 5 7 7 2n—1 2 一 1 
mE mH 

1 1 2 3 4 5 6 7 2n=2 2n=1 1 
0 
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于 是 由 : es i 可 知 ， 级 数 (=D)"™ Ton 条 件 收 敛 . 


例 3.5.6 设 级 数 Wi (an > 0) ) 发 散 ， 令 sn = 沁 an, 求证 当 芒 专 1 时 ， 级 
7 一 1 
2 an 
数 汤 酌 Sh 
证 明 由 区 Un 发 散 及 an>0 可 知 ， im Sn 三 十 oo， 故 当 nn 充分 大 时 ， < Sn， 
7 一 1 
于 是 根据 Cauchy 收敛 原理 ， 需 要 估计 级 数 分 7 的 “片段 和 ”: 
n=13 
Qktn ~ Ee Qktn Ss Qntl 十 Qnt2 + + Qntm Sntm— Sn _ 证 Sm 
Sn+m Snt+m 


万 2 
k=1 Sk+n k=1 Sk+n Sn+i+m 


对 每 一 个 固定 的 正 整数 n, 由 lim _sn+m = +ee 可 知 ， 当 m 充分 大 时 ， 有 


i 


》 


Sm 十 ?7 


于 是 对 Vn e Zt+, 存在 me Zt, 使 得 m>n, 且 


Qm 十 1 CQm 十 2 a LR S1- 


万 万 
Sn+1l Sm 十 2 Sm 十 mm Sm 十 mm 


Sn In 
> ph 


由 此 可 知 ， 级 数 志学 2 发 散 . 


例 3.5.7 se <p2<…<pn<…, 求证， 级 数 将 二 收敛 的 充分 必要 
Nn 
条 件 是 级 数 i 收敛 . 
RE 多 人 
证 明 充分 性 : 设 级 数 > 收敛 ， 则 由 不 等 式 
a (入 于 二) 


eS 
D1 十 D2 i pn Npn pn 


可 知 ， 级 数 收敛 . 


n=1Pn 


n 4 项 
必要 性 : 我 们 先 来 估计 级 数 和 的 一 般 项 
对 Yn eZ+t, 当 n= 2m 时 ， 有 
2m 2m, 2m 几 


OO = 
D1 乾 D2 "re DP2m pm “ie Dm+1 ed PpP2m (m 二 1)pm pm 

当 n = 二 2m 十 1 时， 有 
2m++1 元 27 十 1 277 十 1 2 

pm 十 Pm+1i 十 十 Do2m+l (m + 2)pm pm : 


全 十 752 二 
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从 而 当 n > 2 时 ， 有 
n k 1 n k 
> 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
pprt pt ps i 
< 十 


< 于 Ee 
D1 Di Pr ET 
1 m1 
一 十 4 一 . 
pi1 k=1 Dk 
n 
由 级 数 收敛 可 知 ， 级 数 收敛 . 
2 pn i Do 


例 汪 总 区 说 广 冯 在 二 三 小 sin 二 qz, 讨论 级 数 > a 的 收 化 性 . 
解 显然 要 估计 aw. 令 = 总 ， 则 


1 


过 i 
Qi 二 Sin -一 dz 一 -dt. 
0 2 D Jpnp tits 


上 式 右 端 积分 对 每 一 个 正 整 数 ”都 是 绝对 收敛 的 .下面 估 计 它 的 值 . 
对 Ve>0, 存 在 4>0, 使 得 4>n?, 且 


于 是 ， 
1 /Sint 1 ™ sint 1 /” sint 
[eas 站 Sr dl 四) tits dj 2 mh tlt» | 人 
1 » ca es | 
又 因为 二 rr 在 [n?, 4] 上 是 单调 减少 的 ， 所 以 由 积分 第 二 中 值 定 理 可 得 


1 
a 
rs| cosé C68N2| 立 ts 


A,: E E 
i ey 过 zs/ sintdt| = 
np iti nitp /,» 
于 是 由 < 通 迫 原理 可 知 ， 对 Ym e Zt+, 有 
2 1 
p | nitp 


lan| < 


由 此 可 知 ， 级 数 六 on ee 


Tl 


例 3.5.9 设 > 本 Se ”中 按 顺序 去 掉 分 母 中 含有 数字 5 的 那 


re j= 


些 项 所 组 成 的 级 数 ， a > a 收敛 . 


嘴 三 1 二 入 


证 明 我 们 来 寻求 被 去 掉 的 项 和 剩余 的 项 之 间 的 数量 关系 . 
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在 1~ 5 这 9 个 项 中 ， 去掉 1 项 为 5, 余 下 的 项 数 为 
9—1=8; 


在 亏 ~ 高 这 90 项 中 ， 去 掉 的 项 为 


10 
te. 
15 ”25 ”35”45”65 ”75 85”95 
及 
pC 光山- 浊 -。< 业 - 玫 


局 51’ 52’ 53’ 54’ 55’ 56’ 57’ 58’ 59， 
共 去 掉 8 + 10 = 18 项 ， 余 下 的 项 数 为 
90—18=8x9; 


1 ~ 1 这 900 项 中 ， 去 掉 的 项 数 为 19 x 8 + 100 = 252, 余下 的 项 数 为 


在 100~ 999 


900— 252 = 648 = 8 x 92. 


一 般 地 ， 在 [ET ~ JE 一 了 这 10* - 104-! 项 中 ， 余 下 的 项 数 为 


8xg9k-l (k= 1,2,...). 
由 上 述 讨论 可 知 ， 级 数 汇 二 的 前 m=8 项 和 满 


1 1 1 
i <1x8=8; 


pi p2 Pni 

前 mw =8+8x9=m+8x9 项 和 满足 
1 1 二 | 9 
ee <1x8+ X89=8l+6 1); 
Dl 2 Pn2 10 ( 10 

前 ne=8+8x9+8x9=ma+8x92 项 之 和 满足 

1 1 1 9 9 \2 

十 一 十 …: 十 <8|1i+ + (十 5) | 


p: pa pns 10 


一 般 地 ， 前 nk = nk-1 十 8 x 9*-! 项 之 和 满足 


1 1 1 9 9 \2 
i ry Pe 8|1 ee (证 十 
gy * i 4 | 中 10 十 6) 


Wn 


因为 级 数 半 8.( 二) 收 化 ， 且 和 为 72, 所 以 不 论 二 取 何 值 ， 都 有 


k=1 Dk 


从 而 级 数 一 收敛 . 


n=1DPn 
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习题 3.5 
3.5.1 讨论 级 数 学 击 - 赴 i 的 收 全 性 


3.5.2 设 a > 0, 讨论 级 数 Dr 的 收敛 性 . 


十 a 


1 .nl o0 
3.5.3 设 a 一 生 二 dz, 求证 级 数 车 (1)”!o, 是 条 件 收 全 的 


(27m — 1)!l1P 
3.5.4 讨论 级 数 王 | 本 有 让 | 的 收 全 性 
3.5.5 讨论 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
oo nti+l oo (mm 十 1)r :2 
一 vd7: 二 
Wm 汤 / i (2) I ee 
(3) 3 9 1n2 Ee -十 
二 了 
3.5.6 讨论 函数 项 级 数 学 a 在 区 间 [0,1] 上 的 一 致 收敛 性 ， 
3.5.7 求证 ， 级 数 一 人 一 一 收敛， 其 中 {pa} 是 由 互 不 相同 的 自然 数组 成 的 
ms 1p1 Ea 


数列 (不 一 定 按 大 小 顺序 排列 ). 
3.5.8 设 f(z) 三 0， fi(z)€ R[a,0], 定义 函数 列 


hn = hat rs 


求证 函数 列 { 户 (z)} 在 [a, 中 上 一 致 收敛 于 f(z). 
3.5.9 证 明 下 列 函 数 项 级 数 在 所 示 区 间 上 是 一 致 收敛 的 : 


(1) we (0 & zx < +o0); (2) bs i 十 Z ") G 妆 玉 过 2) 
六 光 2 wy ? A 7 和 了 < 和 


3.5.10 讨论 下 列 级 数 在 给 定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 . 


sin vw Sin nz 


0 记 赋 芝 


(2) 3 十 Ti 一 \/ z2 十 加 (-oco <z < 二 oo). 


3.5.11 设 户 (z) (n= 1,2,…) 在 (-co,+co) 上 一 致 连续 ， 且 {fn(z)} 在 (-co, 上 +co) 上 
一 致 收敛 于 f(z), 求证 f(z) 在 (一 00, 十 co) 上 一 致 连续 . 

3.5.12 设 折 (7) e Cla,b] (mn S 1,2,.…), 且 {fn(z)} 在 [es 上 一 致 收敛 于 f(z). 如 果 
f(z) 在 [0, 相 上 无 零点 ,求证 { 75] 上} 在 [0, 相 上 一 致 收 合 于 7 

3.5.13 设 San (an > 0) 收敛 ， rn = 二 or 求证 ， 当 p > 1 时 ， 级 数 St 2 发 散 . 


pf 


(0 < x <+o0); 
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3.5.14 设 p > 1, 求证 


ee 1 
din+1) Un “: 
3.5.15 设 wpn(7)€E Cl[0,1], 且 
hn 
f oar=1 m=) 


J0 


N 
求证 : 存在 N € Z+ 及 实数 c1,c2,… ,cn, 使 得 六 中 =1 且 
b= 


Inax 


N 
0<z<1 Dcrprlz)| 之 100. 


k=1 


(提示 : 取 N > 10000.) 


第 4 章 ” 几 种 运算 次 序 的 交换 性 


数学 分 析 中 经 常 遇 到 各 种 运算 次 序 的 交换 问题 , 这些 运算 包括 求 和 、 求 导 、 求 
积分 和 求 极限 等 . 通过 交换 运算 次 序 ， 往 往 能 使 许多 困难 问题 获得 解决 . 因此 掌握 
各 种 运算 次 序 的 交换 规则 并 运用 其 来 处 理 和 解决 有 关 问 题 ， 是 数学 分 析 方 法 中 的 
一 个 重要 组 成 部 分 . 在 研究 各 种 运算 次 序 的 交换 问题 时 , 一 致 收敛 是 不 可 缺少 的 一 
个 重要 概念 . 


4.1 ”一致 收敛 性 
本 节 仅 限于 研究 函数 项 级 数 和 含 参 变量 无 穷 积 分 的 一 致 收敛 性 问题 . 
4.1.1 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 
定义 4.1.1 设 f(z)， 户 (z) (n = 1,2,…) 都 是 定义 在 区 间 了 (其 中 了 是 有 穷 或 
无 限 区 间 ) 上 的 函数 . 如 果 对 Ye > 0, 存在 NeEZt, 当 n>N 时 ， 对 vzeE7T, 有 
[fn(z) — f(z)| < <， 


则 称 {n(z)} 在 工 上 一 致 收敛 于 f(z). 
定义 4.1.2 设 un(z) (n = 1,2,…) 是 定义 在 区 间 了 (其 中 了 是 有 穷 或 无 限 区 
间 ) 上 的 函数 ， 且 Sn(z) = wn(z) (n = 1,2,…). 如 果 画 数列 {Sn(z)} 在 1 上 一 
一 1 
致 收 系 ， 则 称 函 数 项 级 数 > un(z) 在 T 上 一 致 收敛 
下 面 不 加 证 明 地 给 出 几 个 判断 函数 列 或 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 判别 法 . 
定理 4.1.1 (Cauchy 收敛 原理 ) 


函数 列 {fn(7)} 在 区 间 T 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 Vs > 0, 存在 
NeZt, 当 n>N 时 , 对 VYp€EZt+ 及 VxzE€JT, 毕 有 


[fntp (7) — fn(z)| <e. 


定理 4.1.1' (Cauchy 收敛 原理 ) 
函数 项 级 数 》 wn(z) 在 区 间 了 上 一 臻 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 Ve > 0, 存 
WE 
在 NEeZt, 当 n>N 时， 对 vpeZt+ 及 Vx ET, 乔 有 
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定理 4.1.2 函数 列 {f(z)} 在 区 间 工 上 一 致 收敛 于 f(z) 的 充分 必要 条 件 是 


lim sp [fn(2) = f(z)| 三 


no0 


定理 4.1.2” 函数 项 级 数 二 wm 人 z ) 在 区 间 了 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 


lim sup | > 2 ur(z)| 二 和 


人 一 OO rel 
定理 4.1.3 (Weierstrass 判别 法 ) 
设 正 项 级 数 > Ma 收敛 ， 且 对 Vom€ Zr 有 
n=1 
[lun(z)| < Mn (xz €7), 


则 二 wwtz ) 在 TT 上 绝对 且 一 致 收敛. 
定理 4.1.4 (Abel 判别 法 ) 
设 函 数 项 级 数 > baz) ) 在 区 间 上 一 致 收 僵 ， 函 数列 {an(z)} 对 每 一 个 ze 
关于 n 是 单调 的 ， 自在 I 上 一 致 有 界 ， 即 存在 M > 0, 使 得 对 Vn e Z1+, 有 
lan(zZ)| < M (zr €D), 


则 Danls )bn(7z) 在 工 上 一 致 收敛 . 

定理 4.1.5 (Dirichlet 判别 法 ) 

设 函 数列 {an(z)} 对 每 一 个 =E 工 关于 n 是 单调 的 ， 并 且 它 在 区 间 1 上 一 至 
收敛 于 零 ， 而 级 数 二 bte ) 的 部 分 和 序列 在 工 上 一 致 有 界 ， 即 存在 M > 0, 使 得 
对 VmeZ2Z+, 有 

阿 be(z)| <M (ze 门 ， 


则 二 me )by (x) 在 了 上 一 致 收敛 . 


在 判定 函数 列 或 函数 项 级 数 在 某 一 区 间 上 不 一 致 收敛 时 , 除了 根据 定义 、 定 理 
4.1.1 和 定理 4.1.2 之 外 ， 还 可 使 用 下 面 的 命题 . 本 
命题 4.1.1 设 wu(z) (n = 1,2,…) 在 区 间 工 上 连续 ， 且 on(z) ) 在 工 上 收敛 


S(z). 如 果 和 函数 S(z) 在 7 上 不 连续 ， 则 函数 项 级 数 二 we ) 在 了 上 不 一 臻 


收敛 . 
命题 4.1.2 设 ws(z (mn = = 1,2,…) 是 定义 在 区 间 上 的 函数 ， 且 满足 下 列 条 
件 之 一 ， 则 函数 项 级 数 ba un(7) 在 TT 上 不 一 致 收敛 . 


4.1 一 致 收敛 性 - 143 . 


(1) 存在 数列 {z*} C 了 ,使 得 数 项 级 数 Du zn) 发 散 ; 
(2) 对 VreET, 有 wn(z) > 0 (n= 1,2,. 且 存 在 数列 {z*} c 7, 使 得 


mAaun(Zn) >0 (A<1); 


(3) wn(z) = 2 ; (7 € Tn = 1,2,:…), 对 每 个 1€ 了 ,an(z) 与 bn(7z) 均 为 关 


于 nn 的 单调 增加 的 信函 数 且 存 在 数列 {zn} C 了 ,使 得 


NanlT 
no0 ban(wn) 


证 明 (1) 由 数 项 级 数 > un(Zzn) 发 散 可 知 , 当 n 一 co 时 , rn (zn) = Uk (Tk) 
n=1 一 ?十 
不 趋 于 零 ， 故 存在 so > 0 及 ni > 上 (k= 1,2,…), 使 得 


他 (nx )| 字 E0， 


> 


从 而 
sup |ra, (zx) S80 (k= 12.) 
el 


由 上 式 可 知 ， 
suplrn(zjl 0 (n 2 0%0), 
rel 
从 而 根据 定理 4.1.2' 可 知 ， 函 数 项 级 数 沁 un(z) 在 了 上 不 一 致 收敛 
(2) 设 lim nMun(zn) = 9 > 0, 则 由 tr(z)>0(zeT,n=1,2,…) 及 下 极限 


也 一 OO 


的 性 质 可 知 ， 存在 Ne 2Z+, 使 得 当 n > N 时 ， 有 mun(zn) ) >3 万; 即 


Uri(Tn) SS 2 (mS WY) 


因为 当 入 < 1 时 , 数 项 级 数 2 x 发散, 所 以 由 比较 判别 法 可 知 ， 二 ww 人 en) 
发 散 ， 从 而 由 (1) 中 已 证 得 的 结 Red Dante ) 在 TT 上 不 一 致 收敛 . 


(3) 设 im ?ez =9> 0, 则 由 wn() >0(z en=12,…) 及 下 极限 的 


性 质 可 知 ， 存 在 Ne 2+, 使 得 当 n > N 时 ， 有 
man(Zn ) gq 
bon (Tn) 下 2 


于 是 当 n > N 时 ， 有 
Qn (zn) Qn+1 (Tn) U2n (wn) (n 十 1)an(zn) Nan(Zn) 
十 一 一 一 一 十 一 十 一 一 一 这 一 一 一 一 一 这 一 一 一 
bn (zn) bn+1 (Wi) bzn (za) b2n (Zn) bon (wan) 


qd 
es 
2 
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根据 Cauchy 收敛 原理 可 知 ， 0 = 详 2 在 了 上 不 一 致 收敛. | 


例 4.1.1 讨论 级 数 二 全 ! 在 区 间 [0， 二 co) 上 的 一 致 收敛 性 . 

解 对 Ya > 0， 我 们 分 别 在 [0,a] 和 [oa +co) 上 进行 讨论 . 

QD 在 0, q 二 

在 级 数 这 1 的 般 项 2 = 1 中 ， 已 经 有 一 个 二 的 因子 ， 对 于 级 数 收 
化 来 说 这 还 不 能 ， 但 由 于 Zz 有 界 ， 而 lim n (er 一 1) = 0， 这 意味 着 当 n 一 co 时 ， 
在 e* 一 1 中 包含 与 n 相关 的 无 穷 小 因子 ， 因此 ， 我 们 有 理由 去 寻找 控制 函数 . 为 
此 ， 我 们 将 e* 进行 展开 : 


1 /a\? 1 /a\?n 
0 < ll1s 一 十 页 (二 + + 


我 们 对 上 式 右边 展开 式 加 以 放大 ， 当 nn >a 时， 有 


2 BA 1 
0 < er -1<2+(2) +-…+(2) 十 = 一 7 一 
nN Nn 1 


是 当 n 充分 大 时 ， 有 


由 于 从 二 收敛 ， 根 据 Weierstrass 判别 法 可 知 车 一 在 [0,q] 上 一 至 
收敛 . 
(2) 在 [a, 十 co) 上 : 
取 zn =n (n= 1,2,…), 显然 当 充分 大 时 ， zn € [a, 十 00), 代入 得 
er =] 1 


3 
Nn nn 


[ao +co) 上 不 一 致 收敛 . 


jy 4.1.2 讨论 级 数 Sl 在 区 间 (0,1) 上 的 一 致 收敛 性 . 
解 对 v5 Ee (0,1)，, ) 我 们 分 别 在 ( 0,5) 和 (6,1) 上 进行 讨论 . 

(1) 在 区 间 (0,6) 上 : 

对 Vze(0,0), 显然 有 


J | 
(Oa A 1 ee 
了 汉 


从 而 由 于 5"! 收敛 可 知 ， Earln = 在 (0,6) 上 一 致 收敛 . 
二 1 Tf 
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(2) 在 区 间 (6,1) 上 
取 Tn 二 Ye (n 和 le) 当 7 充分 大 时 ， 易 见 Tn GE (6, 1), 而 


1 到 1 \n A/ 由 
zn 二 一 ( 充 ) nye Ea 
从 而 由 = 2s - 发 散 及 命题 41.2 可 知 ， rn n= 在 (6,1) 上 不 一 致 收敛 . 
例 4.1.3 设 a > 0 讨论 级 数 i 在 区 间 [0,a] 和 区 


n=1 (1 Z)(1 十 2 二 ) i (1 于 nz) 
间 [a, 十 %o) 上 的 一 致 收敛 性 . 


kz 
解 令 由 (7) == (ee 的 六 轩 == Dule), S(z) = 二 we 
方法 一 : 因为 对 YAEZ2+, 有 
i (1+kz)—1 
re ee 
1 1 
(+zL+2z 1+ RI (+zL+27) (LT 二 KZz) 
所 以 
8 1 0 -we 
2 
于 是 由 命题 4.1.1 可 知 ， 原 级 数 在 [0,a] 上 不 一 致 收敛 . 
又 因为 当 z >a 时 ， 对 Vne2Zt, 有 
让 1 
A ne 
所 以 
bs 1) — S(z)| = 0， 
于 是 由 定理 4.1.2 可 知 ， 原 级 数 在 [ao +co) 上 一 致 收敛 . 
Ws 令 an(z) = nz, bn(T) = (1 + 2)(1+27).…(1+nz) (0 < x < a), 并 选 
取 Xn 一 Ee 则 对 vne Zt+t, 有 wis) Se ono 且 
LA bn (Zz) 
nan(zn) n2zn a a 
ban(zn) 2 (TFoncn)m 一 Bnavan 一 Da van’ 
@ n2 ) G | 二 
于 是 Nan(zn) a 
i > 由 
n 


由 命题 4.1.2 可 知 ， 原 函数 项 级 数 在 [0,a] 上 不 一 致 收敛 . 


另 一 方面 ， 当 z>a 时 ， 对 VneZt,n>2, 有 
庙 0 
(1 十 Z)(1 二 2z) (1+mnz) © (1+2)" 

nz nz 6 1 


nn < < » 
ee sn(n — Dn-2)r (rn — Dn—2) 


于 是 由 > 收敛 及 Weierstrass 判别 法 可 知 ， 原 级 数 在 [a, +co) 上 一 
致 收敛 . i 
于 明 ， (Dv*" ; 
例 4.1.4 证 明 : 级 数 A i 在 区 间 [0,+co) 上 一 致 收敛 . 
证 明 令 wn(z) = ee a na(£) = = (Yn eZ+), 则 
f n(n+t Zz) Ey Vn(m+z) ， 
人 
n ( 即 十 2 并) n 


因为 对 Vn eZ+, 有 


Qnti(7) ”+lDVnnz+z /nm+1l)+(n+1)z 
an(z) mVm+Dm+I+z) n(n+t+1)+nz 
所 以 函数 列 {an(z)} 对 每 一 个 zx > 0 关于 nn 是 单调 增加 的 ， 并且 


> 


| 7 1 € Zt+). 
a 1 (0O<z<+o%,n€Z) 
下 面 证 明 级 数 CC 在 区 间 [0, +co) 上 收敛 . 
| 和 Ye 人 ee 使 得 有 <n < (k+1)? 一 1, 且 [V7] = ,于 是 
级 数 三 一 灾 的 项 加 括号 (在 同一 个 括号 内 各 项 的 符 呈 相同 ， 其 项 数 为 25 十] 
后 所 成 的 级 数 为 
Se 二 1 1 
EV E+prit+tryi| 
1 1 1 
记 轴 = 二 + 本 TT “+ 便于 17 一 了 S22), 则 对 Yke 2 7% 由 
A 1 1 1 1 
ti "Bip Rh 
A 
项 kk 十 1 项 
可 推 得 


4.1 一 致 收敛 性 -147 . 


于 是 对 Vk e Zt+, 有 


baa 过 < bg 


2 
kk 十 1 
由 此 可 知 ， {bk} 单调 减少 趋 于 零 ， 并 根据 Leibniz? 判别 法 可 知 ， 下 1)*bk 收 


如 上 所 述 ， 对 vn e 2+, 存在 ,使 得 


RS<ng(k+1)—1, 


并 且 当 大 为 奇数 且 大 > 1 时， 有 


k n (—1)V k—1 . 
Dib; < DE < TD(-1)b,, 
j=1 j=1 yi j=1 

当 为 偶数 时 ， 有 
天 一 于 n (—1)[V 
Ty 
j=1 j=1 dy j=1 

co oo (一 A 
于 是 是 由 守 (- 六 中 收敛 可 知 ， 0 收敛 且 与 z 无 关 ， 即 关于 zx 是 一 致 收 
敛 的 . 
综 上 可 知 ， 级 数 半生 6,(z) 满足 Abel 判别 法 的 条 件 ， 于 是 原 函 数 项 


级 数 在 [0,+co) 上 一 玖 收 俩 ， 

关于 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 的 判别 ， 由 于 在 第 2 章 第 2 节 和 第 3 章 第 5 节 中 
已 经 结合 Abel 方法 和 估 值 问题 举 过 一 些 例 子 ， 因 此 这 里 不 再 多 举 了 . 
4.1.2” 含 参 变量 积分 的 一 致 收敛 性 

以 下 主要 讨论 含 参 变量 的 无 穷 积 分 , 因为 无 界 函 数 的 瑕 积分 经 过 适当 的 变换 ， 
可 以 化 为 无 穷 积 分 . 

对 于 二 元 函数 f(z,t), 我 们 经 常 假定 它 关 于 x 是 可 积 的 ，z 在 [o +co) 上 变 
化 ， 而 t 在 有 穷 或 无 限 区 间 了 上 变化 .在 无 穷 积 


) f(z,t)dz 


中 ，z 是 积分 变量 ， 它 相当 于 函数 项 级 数 中 的 求 和 变量 n, 而 t 在 这 里 称 为 参 变 
量 ， 它 相当 于 函数 项 级 数 中 的 >. 

下 面 列 出 含 参 变量 积分 一 致 收敛 的 定义 和 几 个 判别 法 ， 它 们 与 函数 项 级 数 的 
情形 是 平行 的 . 

Q@ Leibniz, 莱 布 尼 获 ， 1646 一 1716, 德国 . 
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定义 4.1.3 设 f(z,t) 是 定义 在 [a,+co) x 工 上 的 二 元 函数 . 如 果 对 Ve > 0, 存 
在 41 >0(4i >o), 使 得 当 4> 4 时， 对 Vte 有 


ff f(z,t)dz 


则 称 积分 [ee: hdz 在 区 间 工 上 一 致 收 伍 . 
定理 4.1. 6 (Cauchy 收敛 原理 ) 
积分 站 f(z,t)dz 在 区 间 1 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 Ve > 0, 存在 


< Es 


A” 
YEEL 有 / f(w;t)dz| < e. 
A’ 


十 co 
定理 4.1.7 积分 / f(z,t)dz 在 区 间 1 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 


I f(x,t)dz 


A 


lim sup 二 


4 一 十 co tel 


定理 4.1.8 (Weierstrass 判别 法 ) 
设 f(z,t) 是 定义 在 [a, +co) x 了 上 的 二 元 函数 .如 果 存 在 一 个 定义 在 [a, +co) 
上 的 函数 F(z), 使 得 对 Y (zs [ao,+co) x 7 了 ,有 


|f(z,D| < F(z 


十 co 
并 且 积 F(z)dz 收 伍 ， 则 号 f(z,t)dz 在 1 上 一 致 收敛 . 
定理 4.1.9 (Abel 判别 法 ) 
设 a(z,t), b(x,t) 是 定义 在 [ac,+oo) x 工 上 的 二 元 函数 . 如 果 积 分 人、 b(z,t)dz 


在 [a, 十 %) 上 一 致 收敛 ,而 a(z, 对 于 每 一 个 te 关于 z 是 单调 的 ， 并且 一 致 有 
界 ， 即 存在 M > 0, 使 得 对 Vv (z,t) € [oa,+co) x 7, 有 


la(z, | < M, 


w/o b(z,t)dz 在 工 上 一 致 收敛 . 

定理 4.1.10 (Dirichlet 判别 法 ) 

设 alz,D，bzsb) 是 定义 在 [a,+o0) x 工 上 的 二 元 函数 ， 如 果 积 分 [ve dae 
关于 4 及 1 一致 有 界 ， 即 存在 M > 0, 使 得 对 V(4,)e [a,+o0) x 了 ,有 


人 b(zx,t)dzr 


而 a(z, 对 每 一 个 te 了 关于 zz 是 单调 的 ， 并 且 当 z 一 +co 时 ，al(z,t) 关于 teET 


< 


4.1 一 致 收敛 性 149 . 


一 致 站 于 罕 ， 则 积分 6 b(z,t)dz 在 1 上 一 致 收敛 . 


ee ee. 
不 一 致 收 化 

) 存在 函数 1 = 1(z) e 7 (a < z < +o0), 使 得 积分 /7(z,ttz))dz 发 散 

(2) F(z) > 0 (<2 < 40, 1€ 7), HT 在 函数 =t(2) eI (0 < vw < 400), 


使 得 
lim zf(z,t(z)) >0 <1); 


ZH 十 00 


(3) fo) = 2 (a 7X<++o0, t€ 7 了), 对 每 个 te 了 az 与 b(z,t) 均 为 


关于 z 的 单调 增加 的 正 值 函数 ， 且 存在 函数 +=t(z) ET(a < x < 二 oo), 使 得 


i 
z+o0 b(27, t(7)) 


证 明 这 里 仅 对 第 3 种 情形 给 出 证 明 ， 其 余 两 种 情形 可 仿照 命题 4.1.2 的 证 明 
思路 由 读者 自己 给 出 . 
事实 上 ， 对 V4€ (oa +oo), 我 们 考虑 积分 


24 24 a(z,t) 
让 (td 人 Bz) dw 


由 于 a(z,t) 与 5(z,t) 均 为 关于 z 的 单调 增加 的 正 值 函 数 ， 因 而 对 Vte 1, 有 


i 24 a(At) ， _ Aa(A,t) 
上 en 人 OA TOA 


> 0 


区 全“ va(w,t(z)) 


Te 


wa(vs tr)) 
b(27, t(7)) 


24 
a(z,t) q 

d So’ 

A 


故 根据 Cauchy 收敛 原理 可 知 ， 人 f(z,t)dz 在 工 上 不 一 致 收敛 I 


例 41.5 设 各 > 0 讨论 积分 太 ” Vie-tedz 在 区 间 (0,to) 和 区 间 (to, +oo) 
上 的 一 致 收敛 性 . 


d 
> 
2 


于 是 当 4 充分 大 时 ， 有 
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2 
解 由 于 [ Vier-tzsdz 是 常 义 积分 ， 故 只 需 讨论 
0 


十 oo 
/ Vte-t® dz 
1 


分 别 在 区 间 (0,to) 和 区 间 (to, 十 0) 上 关于 上 的 一 致 收敛 性 . 
1) 考虑 区 间 (0,t0). 
选取 函数 t(7) = 五 , 当 7 充分 大 时 ， 有 tz) € (0,to). 又 因 


十 9 十 co 
1 2 J 
外 V 用 ds = dz 
1 2Z2 1 evi 


"十 oo o 
发 散 ， 故 由 命题 41.3 可 知 ， 积 分 | Vie-!* dz 在 (0,to) 上 不 一 致 收敛 . 
(2) 考虑 区 间 (to, +o0). 
对 Vte (to, 十 oo0), 由 不 等 式 er > 1 十 (1 > 0) 可 得 


; vt 1 1 
te-t?” < a : . 
vt ~1+tr? Vtz? Vto zx? 


又 因 积 分 三 证 
在 (to,+co) 上 一 ws 本 

例 4.1.6 讨论 积分 | e+z ) sintdz 在 区 间 (00, 二 oo) 上 关于 +t 的 一 致 

0 

收 剑 性 . 

解 仔细 观察 被 积 函 数 ftz,b = e-2ld+z )sint 可 以 看 出 ， 当 |t| 取 值 充分 大 
时 ， 第 一 个 因子 的 积分 将 取决 于 e-*, 而 sint 是 有 界 的 ， 所 以 可 考虑 用 控制 判别 
法 . 另 一 方面 , 当 | 取 值 充分 小 时 ， 刀 (1+z?) 有 可 能 保持 一 个 常量 , 而 i 


能 否 收敛 ， 那 要 看 t 的 具体 取 值 与 zx 有 着 怎样 的 关系 . 
(1) 设 | 上坟 >t 如 (to>0), 则 由 et “(1+2?) > etaetiz”> etaz” 可 得 


| 别 法 可 知 ， 积 分 全 VEe-tezdz 


|e- 拓 (Li+s ) sint| < et te) 二 et (0< zr<+o0, |t| zto), 


于 是 由 [ -8 qz 收敛 可 知 ， 原 积分 在 (一 00, to] 及 [to, +oo) 上 一 致 收敛 . 
(2) 设 上 中 <to (to>0), 即 te (to,to), 先 考虑 [0,to) 的 情形 . 
取 t(x) = 二 显然 当 z 充分 大 时 ， ttz) e [0,to), 此 时 


: 1 
f(x,t(7)) = ert(z) (1+z”) sint(z) = e-1 sin 


V1i+z? 


习题 4.1 151 


而 由 
sin sin - 
; 1 二 wm 也 Vl+2? 了 本 
lim = lim 。 
zz 一 十 co 下 Zz 一 十 co 1 VI 二 zz 
7 Vl+z? 
可 知 ， 当 z 充分 大 时 ， 
sm 有 > 5 
又 因为 ”小 dz 发散 及 /sin 一 dz 为 常 义 积分 , 故 /sind 
一 Sin 人 只 分 ， Sin ~dz 
27 1 ! Vl+z? | Vl+z? 


发 散 , 从 而 根据 命题 4.1.3 可 知 , 原 积分 在 [0, to) 上 不 一 致 收敛 . 同 理 可 证 其 在 (一 如 ,0] 
上 不 一 致 收敛 ， 从 而 在 (to,to) 上 不 一 致 收敛 . 

注 本 题 中 |t| < to 的 情形 亦 可 利用 命题 4.1.3 中 的 (3) 加 以 证 明 . 

事实 上 ， 记 a(z,t) = sint, b(2;t) = ef (lt+z) 则 当 te [0,to) 时 ， a(z,t) 与 
b(z,t) 均 为 关于 z 的 单调 增加 函数 ， 且 当 t 充分 小 时 ， a(zx,t) > 0, b(z,t) > 0. 


取 lz) = 一 一 ,有 
oy 1 十 Z2 
ral(lz,t(7z)) 4 1 十 Z2 1 
1 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ra 
z 一 十 co b(27,t(7x)) ZT 一 十 co co 法 e4 


故 原 积分 在 [0,to) 上 不 一 臻 收敛. 同 理 可 证 它 在 (-to,0] 上 不 一 致 收敛 . 


习题 ”4.1 


4.1.1 研究 下 列 级 数 在 给 定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 ， 
(1) 学 z", 在 (0,1) 和 (0a) 上 , 其 中 a<1; 


n=1 


(2) 光 (1-z)z", 在 [0,] 上 ; 

te 

Dr (0, +00) 上 

(5) 器 加 四 ,在 [5,27 一 可 和 [0,27] 上 , 其中 0<e < 2 

(6) 三 re” ,在 (0a) 和 (a, 十 oo) 上 ,其 中 a > 0; 

0) 六 在 (0,+00) 上 (8) 三 (+ 有 5), 在 (5D 上 


4.1.2 确定 级 数 革 (1)" 的 收敛 区 间 和 一 致 收敛 区 间 . 
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co 2n 
4.1.3 讨论 级 数 并 (1D" 工 ) 上 的 一 致 收敛 性 . 
我 过 各 (2n)! 


4.1.4 设 f(z) es C (a,b), 求证 ， 对 任意 的 闭 区 间 [a, 8] C (a,5b), 函数 列 {f(z)} 在 [a, 有 8] 
上 一 致 收敛 于 万 (z), 其 中 


f(z) =n|f (z+ =) -f(z)|] (a<r<b nezt). 
4.1.5 设 ftz) e Cla,0], 且 
nl 
hlo)= Df(e+ i) het) 
求证 函数 列 {f(z)} 在 [a,b] 上 一 致 收敛 . 
4.1.6 讨论 下 列 含 参 变量 的 积分 在 给 定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


(1) 人 PE qo, 关于 a 在 [0,a] 和 [a, 二 oo) 上 ， 其 中 a > 0; 
i y 

(2) Po 了 Ze"*dz, 关 于 a 在 [0,+co) 上 ; 
0 


十 co 2 
(3) 站 e-””0+e) sin zdz, 关于 t 在 (一 co, 十 co) 上 ; 
0 


十 Be 2 
和 人 2 qz 关于 p 在 [0,+o0) 上 


417 证 明 积 分 /1 575 dz 在 含有 + = 0 点 的 任何 邻 域内 不 一 致 收敛 ,而 在 (一 co, 一 E) 
和 (s, 十 co) 上 都 是 一 机 妆 的 其 中 e>0. 
4.1.8 研究 下 列 级 数 的 一 致 收敛 性 . 


oo oo 
二 2 arm (2 2 
4.1.9 研究 下 列 积分 关于 y 的 一 致 收敛 性 . 
十 co 
1 dz， 一 co, 0); (2 0 
0 erydz, 在 (60,0) ao /ss 在 (0, +co) 上 . 


4.2 ”运算 次 序 的 交换 性 


一 般 来 说 ,两 种 运算 的 次 序 是 不 能 随意 交换 的 , 需要 一 定 的 条 件 才 行 . 但 是 ， 
正如 本 章 开 头 所 说 ， 如 果 两 种 运算 可 以 交换 顺序 ， 确 实 能 给 我 们 提供 许多 方便 ， 比 
如 , 不 少 级 数 的 求 和 问题 及 难以 计算 的 积分 等 都 是 借助 交换 运算 次 序 完成 的 . 在 本 
节 中 , 我 们 将 在 阐述 几 个 关于 运算 次 序 交 换 性 定理 的 基础 上 , 着 重 通过 一 些 例子 引 
导读 者 去 掌握 利用 交换 次 序 来 解决 有 关 问 题 的 方法 . 

本 节 主 要 讨论 求 和 、 求 导 、 求 积分 和 求 极限 这 四 种 运算 的 “ 换 序 ” 问 题 . 我 们 
将 以 求 和 与 求 积分 为 主线 , 也 就 是 说 , 分 别 讨论 求 和 与 其 他 运算 次 序 的 交换 以 及 求 
积分 与 其 他 运算 次 序 的 交换 . 


4.2 运算 次 序 的 交换 性 


4.2.1 求 和 与 其 他 运算 的 可 换 性 
定理 4.2.1 ( 求 和 与 求 和 的 可 交换 性 ) 


co oo 
设 an,k > 0 (n, = 1, 2,°75), 则 二 重 级 数 > 六 Qnik 可 
的 = 于 站 三 计 


收敛 时 ， 另 一 个 也 收敛 ， 并 且 


定理 4.2.2 ( 求 和 与 求 和 的 可 交换 性 ) 


6 .66 
> 2, Qn,k 中 有 一 个 
k=1n=4 


如 果 二 重 级 数 2 ank 绝对 收 化 ， 则 i > 和 any 均 收 敛 ， 并 
1 Wi = 二 


且 有 


Co CO OO [ee 
2 .27an 王 227 ank- 
] =1n1 


N=1k=1 


定理 4.2.3 (极限 与 求 和 的 可 交换 性 ) 


设 zoe7T lm un(z) = cn (n= 1,2,…), 并且 yuwn(z 
TITO n=1 


则 沁 cn 收敛， 且 


TFTONn 


定理 4.2.4 (积分 与 求 和 的 可 交换 性 ) 
设 wn(z) ECla,b] (n=1,2,:…), 且 2 un(?) 


/区 wo =/ wi 


定理 4.2.5 ( 求 导 与 求 和 的 可 交换 性 ) 


lim 二 wo) = 2 ln va(z) = 
n=1 Z 一 Z0 


) 在 区 间 T 上 一 致 收 


在 [a,] 上 一 致 收敛 ， 则 


设 w(xz) es Ola, (n = 1,2,…), 级 数 入 如 (z) 在 区 间 [ww 引 上 处 处 收敛， 而 
入 二 


un(z) 在 [a,8] 上 一 致 收敛 ， 则 


n=1 


ss Un je > QM 


dz ii 


注 1 在 定理 4.2.4 及 定理 4.2.5 中 ， 条 件 “ 三 un 人 (Z) 在 [wo 上 一 致 收敛 ”及 


条 人 御 * Su 在 [a,8] 上 一 致 收敛 ”都 是 充分 性 条 件 ， 并 非 是 必要 的 . 


注 2 如 果 在 开 区 间 (a,5) (包括 无 限 区 间 的 情形 ) 上 考虑 ， 则 定理 4.2.4 及 定理 
4.2.5 中 的 条 件 “ 一 致 收敛 ” 均 可 改 为 在 (a,5) 上 内 闭 一 致 收敛 ， 即 在 (a,5) 内 的 任 


意 一 个 闭 区 间 上 一 致 收敛 . 
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例 4.2.1 求 二 重 级 数 守 立 坟 的 和 
Hy 
解 因为 对 Vm， ke 2+, 有 六 > 0 且 当 n>2,k>2 时 ， 有 


?一 27 一 2 加 4122 = 1— 
2 
n 1 1 
i) 三 工 一 志和 
所 以 下 项 恒 级 数 的 部 分 人 有 上 并， 于 是 二 和 级 数 收 全 ， 且 由 内 理 422 可 和 有 
oe | 
= 六 2 > 二 
co 工 1 oo 1 
= 二 1 4 -2 = 


co 2 
例 4.2.2 求 级 数 站 二 的 和 . 
解 方法 一 : 设 f(z = 到 zn, 则 由 ps zi 与 3 zm"-1 的 收敛 半径 为 1 
可 知 ， 所 求 级 数 的 和 为 A 沁 men! 在 (-1,1) 上 是 内 闭 一 致 收敛 的 ， 于 


是 对 Vz€ (0,1), 有 


/总 dt = 人 | 二 mt ‘a= i i 


n= 


记 s(z) = nw 则 对 YYze (0,1), 有 


Ce 1 对 
1 S(t) ji = | te Ym = 一 5 
0 t = 二 一 


性 dz (1 一 Z)2” 
| 过 ] = 工 十 了 
rz dr dzll-zj (1—2z)3 


综 上 可 知 , 对 Vze (0,1), 有 f(z) = 全， 从 而 
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方法 二 : 设 f(z) = > FE 则 由 学 5 在 (0,+co) 上 处 处 收敛 可 得 
1 1 1 1 
Nel le 


于 是 由 学 训 z 在 (0,+o0) 上 内 闭 一 致 收 伍 可 知 ， f(z) 在 (0,+o0) 内 可 导 , 且 


上 ,29 项 MA 37 
jnp3 人 3 = | | ln3 (3 一 12 
又 由 名 在 (0,+co) 上 内 闭 一 致 收敛 可 知 ， fr(z) 在 (0,+co) 内 可 导 ， 且 
En TIT 1 3r 1 3r(3* 二]) 
JE 3nz 7 (0)=| In3 | (3 一 1 
于 是 
OO Nn 了 > rT 二 1] _3 
Pe ey 


注 在 例 4.2.2 中 , 求解 方法 一 -实质 上 是 Abel 级 数 求 和 法 (参见 第 2 章 第 4 节 ). 
例 4.2.3 求证 f 元 7Qd7 三 i 


n=1 


证 明 根据 ez 的 Taylor 展开 式 可 得 


—Z 一 zlnz (zlnz)? 


涛 全 生生 一 1 一 Znz 十 


应 用 极 值 原理 可 知 ， 当 z € [0,1 时 ， 有 


1 
lIzlInz|< - 
e’ 


从 而 上 述 级 数 在 [0,1 上 一 致 收 剑 ， 且 
© /rlnz): (1 /YT 大 
/ 6 dx 和 J. Kl E > x! i gv I 和 QZ 


k=0 


让 放 Va zt lnm zdz, 则 由 分 部 积分 公式 可 知 ， 对 Vk, m € Z+, 有 
0 


mi 0! i ml! 
入 = a EE 
J, 天 Eh 各 一 二 ) (k 1)™ k,0 ( ) (天 1)™+1 


. | 3 a A 由 kln* zdz = 2 = Sn. 
’ 有 rln* zdz = es 
0 So i kl -Ji 0(k4 1 
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例 4.2.4 求 lim, > 就 
是 
分 析 由 于 
里 面 进行 (学 (-1)" 发 家) 因此 需要 对 级 数 加 以 变形 ， 这 可 借助 Abel 变换 公式 
n=1 


m 
>», ani Br 再 Ww Bi Bn Aa 


ne. 


来 实现 . 
解 令 an(z) = 二， Bo =0, AB,-1 = Bn — Bri = (—1)", 则 
1 1 
从 6 二 mt me ne 
匡 n n (—1)” 二 1 
Bn,= (Br — Bri)= )(-1)*= 5 
ss = 


于 是 对 VmeZ+, 有 


nm i n mm 
EY 至 2 an(Z)ADBn -1 


m—1 
= Gm(T) Br ba > BAan(2) 
n=1 


1 (1)™—1 mi(-1)”—1l1rl 1 
et ee | 
mz 2 a 2 nz? (n+1)? 


今 m 一 00, 由 上 面 的 等 式 可 得 


ee 1 3 


n=1 NY n=1 ns Rs 
A 
下 语 cr 民 -可 
下 面 证 明 级 数 二 (-1)"[ 志 一 而 地 Dz] 在 [+co) 上 一 致 收 全 


1 1 
人 ), 则 由 
1 1 1 1 
ee 
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可 知 ， 对 每 一 个 x € [0,+oo),{on(z)} 关于 n 单调 减少 ， 并 且 当 x e€ [0,1] 时 ， 有 


1 1 1 
en Gd) 医 < 和 | 之 a 


1 
1I\z ; 
(1+=) i 
也 n 


当 x > 1 时 ， 有 
1 Ll 
Ibn(z)| 入 一 < 一 


je 
于 是 函数 列 {bw(z)} 在 [0， 上 一 致 收敛 于 零 
综 上 可 知 ,级 数 沁 (-D)"[ 去 一 而 二 D7] 在 [0,+o0) 上 满足 Dirichlet 判别 法 
的 条 件 ， 故 由 Dirichlet 判别 法 可 知 ,级 数 学 (-D)"[ 志 一 而 二 D5| 在 [0,+o0) 上 
n=1 7 
一 致 收敛 ， 从 而 由 定理 4.2.3 可 得 
lim Se = lim {- . 本 3 ss | | 


1 1 
z 一 0+ n=1 NT z 一 0 十 = Wm (7 十 | } 


es 1 1 1 
= [二 -二 | 二 
2 + 32 ) G0 nz (nt1)7 2 


rn 


例 4.2.5 RR 生 的 和 . 


5 
解 设 s(z) =  ， Ti 则 由 级 数 二 5 在 (~o0,+o0) 上 内 闭 一 致 收敛 可 


知 ， 极 限 与 求 和 、 es eg 人 
m2n—1 


s(0) = 1，s (z) = [i > a ] 一 = i D! 


和 


再 由 级 数 污 三 一 1 在 (~o0,+o0) 上 内 闭 一 致 收 全 可 得 
人 县 co 人 27 一 2 oo rz27 四 
mn 
于 是 和 函数 s(z) 应 满足 二 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 
s"(7)— s(x)=0 
区 =1, 8s'(0) =0. 
由 于 二 阶 方程 s”(z) - s(z) = 0 的 特征 根 为 和 = 土 1, 故 该 方程 的 通 解 为 
5s(Z) = Cie” 十 Coe 一 ， 
于 是 由 初始 条 件 s(0) = 1 s'(0) = 0 可 得 


1 
8(w) = 5(e +e ”)= coshz. 
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4.2.2 ”积分 与 其 他 运算 次 序 的 可 换 性 


下 面 几 个 交换 运算 次 序 的 定理 , 都 是 对 无 穷 积 分 来 说 的 , 关于 有 穷 积分 与 各 种 
运算 交换 次 序 的 条 件 ， 只 要 在 定理 4.2.6, 定理 4.2.7 及 定理 4.2.9 中 去 掉 无 穷 积分 
一 致 收敛 这 一 条 件 即 可 . 

定理 4.2.6 (极限 与 积分 的 可 交换 性 ) 

设 f(z,t) 是 定义 在 [a, ++00) x 7 (其 中 了 为 任意 实数 集 ) 上 的 二 元 函数 ， yp(7x) 
是 定义 在 [a, +eo) 上 的 函数 ， 且 满足 : 

(1) 对 每 一 个 te T,f(z,) 关于 zz 在 [a,+0o) 上 连续 ， 


十 cc 
C) 人 Hebda 在 7 上 一 致 收 全 
(3) 存在 了 的 聚 点 to, 使 得 对 Vb> a， dm f(z,)=w(z) 在 [a, 相 上 关于 7 一 
致 成 立 ， 即 对 Ve > 0, 存在 6>0, 当 te7,|]t-to|<5 时 ， 对 Vze[a,0], 有 


f(t) -plz)| < a, 
十 co 
则 积分 / etz)dz 收 合 ， 且 


十 co 十 co 十 co 
iim / (wtds | lim f(rt)dz = o(z)dz. 
0 fa a 0 a 


定理 4.2.7 (积分 与 积分 的 可 交换 性 ) _ 
设 二 元 函数 f(z,) 在 区 域 [a,+oo0) x [a 8] 上 连续 ， 且 积分 / fte,baz 关 
于 + 在 [a,8] 上 一 致 收敛 ， 则 


上 ba fa, drat Wa f(a, dat| de 


定理 4.2.8 (积分 与 积分 的 可 交换 性 ) 
设 二 元 函数 f(z,t) 在 区 域 [a, +co) x [a, 十 oo) 上 连续 ， 且 满足 : 


i 
(1) 对 YB>a, 积分 /7 (z,bdz 关于 t 在 [a,8] 上 一 致 收敛 ， 


(2) 对 Vb>a, 积分 三 f(z,t)dt 关于 zx 在 [ai 上 一 致 收敛 ， 


(3) /. fo |f (x,t) ar|at 3 下 (z,t at as 至 少 有 一 个 存在 ， 


则 积分 上 | £ edarlat Jr bd] dr 都 存在 目 


es 
三 | Wk (z il dt = 站 | PA. (z .dl dz 


4. 


MD 
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定理 4.2.9 ( 求 导 与 积分 的 可 交换 性 ) 
设 二 元 函数 flz,b 及 偏 导数 2 都 在 区 域 [a,+o0) x [as 8] 上 连续 ， 并 且 


积分 广 、 f(z,t)dz 在 [a,B] 上 处 处 收敛 ， 而 积分 三 ED dx 在 [a,8] 上 一 
致 收 伍 ， 则 对 Vte [a, 9], 有 


号 天 和 抽 和 的 要 有 


dt ot 
下 面 我 们 应 用 这 些 定理 计算 几 个 积分 . a 
例 4.2.6 设 a> 0,5b> 0, 计算 积分 " -一 一 一 dz. 

0 
解 对 每 一 个 ze [0,+co), 有 
一 aT _ 一 bz 
[ee 一 Z 关 0， 
a b—a,; z=0, 


故 所 求 积分 可 写 为 


十 co “一 aZ _ 一 bz 十 co b 
和 和 " 多 cd dz， 
0 I 0 a 


十 co 
于 是 由 积分 / er-ztdz 在 [a, 可 上 一 致 收敛 可 知 ， 上 面 的 积分 可 以 交换 顺序 ， 即 
0 


十 co 一 az _ a—bz b 十 co b - 
/ df (/ oar)a= 二 
0 了 a 0 at a 


例 4.2.7 计算 Poisson? 积分 Pal ez dz. 
解 因为 对 Vze|[0,++o0), 有 e -z” = im (1 十 a 所 以 


十 co 5 十 co 二 
1 人 | lim (+ 二) dz. (#) 
为 使 上 式 右 端的 极限 与 积分 两 种 运算 能 交换 次 序 ， 我 们 先 验证 一 下 可 交换 条 件 ， 
0 对 每 一 个 固定 的 me zt, 显然 (1+ 所) ”在 [0,+o0) 上 连续 
(2) 对 Ye > 0 函数 (1+ 生 ) “在 [0, 可 上 关于 为 单调 威 少 的 ,并 由 极限 本 
数 。- 连续 及 例 173 可 知 ， 函 数列 {(1 + 空 ]"] 在 四 中 上- 致 必 煞 于 。 


@ Poisson, 泊 松 ， 1781 一 1840, 法 国 . 
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) 因为 对 Vme2Z+, 有 


<\—n yl 
0< (1+ 二 ) < 一 一 ， 
Nn :ig 


1 
一 
十 
SS 


十 cc rz2 A 
所 以 积分 / (1+ 态 ) “dz 关于 n 是 一 致 收 全 的 
由 以 上 条 件 及 定理 4.2.6 可 知 ， (*) 式 中 的 极限 与 积分 可 以 交换 次 序 ， 即 


2 


十 oo 十 co 7 一 入 
让 e-* dz = mf (1 十 二) da 
令 二 =t, 并 代入 上 式 右 端 积分 可 得 


2 


十 co 并 一 人 十 co 


B=/ 和 则 对 vne Zt, 由 分 部 积分 可 得 
亿 一 ( 工 十 妇 )m， 了 


1-1 三 2 一 1)7m -1 一 2(72 一 1)7， 


于 是 由 7 二 一 (7 = |， 2;: 3) 可 推 得 


ra Gn dt (2n-3)! 7 
” 2.4…(20 -2)J/0 1+ (2n-2)! 2° 
根据 Wallis? 公式 
| [(2n — 2)!1]? 不 
lim = 
no00 (2n.—1)[(2n—3)!]? 2 
就 得 到 
0 和 dt (2 一 3)!1 7 
一 下 人 ] 一 一 一 ] 日 -一 一 
i 


0 Vn VvV2n-12n—3)! LT VT 
~ nyo0 EY | (2n 二 2)!! 2 2 


例 4.2.8 计算 积分 7(y) = es ee 一 2 cos27ydz (一 co < < 十 oo). 
， 0 
解 设 f(z,y) =e ”cos2zy, 则 f(z,y) 及 f(z,y) 都 在 [0,+oco) x ( 
上 连续 ， 并 且 由 


一 00, 十 00) 


bp 
一 下 


lf(z,g = le” cos2zy| < e 


@ Wallis, 沃 利 斯 ， 1616 一 1703, 英国 . 
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及 


2 2 2 
一 = I 


COS 2zy)| = |2xe ” sin2zxy| < 2ze” 


O 
fal= | 


十 co 十 co 
可 知 ， 积 站 e-* cos2zydz 和 ; 2ze ”sin2zgydz 都 在 (一 oo, 二 oo) 上 一 致 
收 僵 ， 于 是 所 求 积分 与 求 导 可 交换 次 序 ， 并 且 由 分 部 积分 可 得 


"十 co 


本 
IT'(y) = -2/ Ze ” sin2xzydz = -2 | ez ”cos 2zydz = —2yI(y); 
0 0 


解 此 微分 方程 得 
I(y) = Ce™, 


十 oo 本 
从 而 由 7(0) = / cdz = 站 可 得 
0 
I(y)= ee , (一 oo <y < 十 co). 
例 4.2.9 求 Dirichlet 积分 1 = [ sing 
0 
解 考察 含 参 变量 积分 
0 
=|/ et dw (t 0) 


由 Abel 判别 法 知 ， 该 积分 在 [0, +ce) 上 一 致 收 全 记 


ds 发 二 改 ; 
f(z,t) = _irSinZ 
e 
痪 


0 < Z < 十 oo， 


十 oo 
则 f(x,t) 及 f(x,t) = 一 e-!?sinz 在 (0, 十 00) x [0, 十 00) 上 连续 ， 且 ' flz,t)dz 
0 
在 [0,+co) 上 一 致 收敛 ， 于 是 1(t) 在 [0, 十 %) 上 连续 ， 且 


lim I(t) = 1(0) = 
t 一 0 十 


又 因为 对 Yn > 0, 由 


十 co +60 
Of 2 2 二 一 / ei? sinzdz 
0 ot Jo 


及 Weierstrass 判别 法 可 知 ， 积 分 三 人 EY a 关于 上 在 ,+co) 上 一 致 收敛 ， 


所 以 积分 太 ee 于 是 由 定理 4.2.9 可 知 ， 


- 162 . 第 4 章 ” 几 种 运算 次 序 的 交换 性 


对 Vte (0, 十 oo0), 有 


et‘*(tsinz+cosz)jt™ 1 


十 co 
了 (人 三 一 esinzdz = 二 
(2) 站 1 十 记 1。-o 一 一 工 十 万 


由 上 式 解 得 
T(t) = —arctant+C. 
另 一 方面 ， 对 vte (0,+oco), 有 


十 co 十 co 
sinz ; 1 
ois f "el < 人 er-tzdz = =, 
多 0 t 


0 


所 以 
=, lim (- Ue 
0= ,lim 1)= ,lm (-arctant+0)=-3+0, 
即 C = 二 ,从 而 
i - i 
T= 71(0) = lim ( — arctant + 3 = 了 
注 若 作 变换 gz = 或 Bz = 一 可 以 得 到 
到 8>0, 
+ce sin Bz 
一 一 dz = 0 b=0, 
0 了 
2， 8 < 0， 


即 


2 十 co 。: 
i = / snpz 
0 


不 


to sin zy 
例 4.2.10 设 c>0 求 IO = 人 一 一 一 -dz (0<y < 二 oo). 
0 2z(a2 十 Z2) 
解 设 f(z,y) = 一定 , 则 f(z,y) 在 (0,+co) x (0,+co) 上 连续 ， 且 
Z(a2 十 Z2) 
COS TY rsinvy 


由 Abel 判别 法 可 知 ,对 Yy > 0, 积分 7(y) 是 收敛 的 ， 而 由 Weierstrass 判别 法 
十 oo 
可 知 ， dz 关于 y 在 (0,+00) 上 一 致 收 化 ， 于 是 对 Vy e (0,+co), 有 
0 


Q2 十 Z2 


十 co 十 co 
T'(y) = 人 Headz= 上 CO 


Q2 十 Z2 


rsinry 
Q2 十 Z2 


又 由 Dirichlet 判别 法 可 知 ， 对 Vy > 0, 积分 人 dz 关于 y 在 四 ,+oo) 上 
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一 致 收敛 ， 故 它 在 (0,+ce) 上 内 闭 一 致 收敛 ， 于 是 对 Vye (0,+co), 有 
十 co "十 OO 。 
1"(y) = | yy(T,Yy) dz = -| 和 2 dz、 


Q2 十 22 


由 此 可 得 二 阶 微分 方程 
I"(y) — a?I(y) = -三 es 1 


解 此 方程 可 得 


1) = 35(1 -er 


注 由 例 4.2.10 可 得 


OS ne 
IT'(vy) 3 Ty 一 / 4 dz, 
0 


2a 7T2 二 a? 
十 co 
不 二 一 ZSin ZW 
Pa EP ay se | dz. 
(y) 3 i 


t% ln(a2 十 Z2) 


dz. 
(a 


例 4.2.11 设 a > 0,5 > 0, 计算 积分 
0 

解 将 式 中 的 a 视 为 参 变量 ， 并 记 
I(t) = [- In(B + 7) dz， 


02 十 Z2 
2tdz 
( 妇 十 Z2)(D2 十 Z2) 


a ee fe 2tdz 
"0-) Err 


四 el 1 1 )az = A 
-Ph B+z? +22) b(t+b)’ 


十 oo 
1(0) = /| ch 
0 


二 00 
则 由 积分 人 关于 + 在 (0, +co) 上 内 闭 一 致 收敛 可 得 


到 十 不 
= y= i{ lInb dp 
bale 1+2 Tb 1+y? GO 


其 中 利用 了 


十 ooe 1 "十 oo 
ln ln In 
[ /+ sy 
0 1 十 yy” 0 1 十 y 1 lt 十 1 


1 
十 co ln 一 十 oo 
1 lInvy 
Es u 加 1 | 
一 / T ( ut/ Ty 0. 


u2 
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a 


nlnb F ry 不 
TI(a) ST(0 I’'(t)dt = 一 -一 一 dl 一 一 5 
(a) (9) 十 (t) p + 了 pn(a t+) 


例 4.2.12 设 a > 0, 计算 积分 T(a) = tan tn) 


0 tanz 
解 作 变 换 tan zx = t+, 则 


十 ce 
a / nt 
0 


t(1 十 妇 ) 
令 f(t,a) = oo 则 f(t,a) 在 [0,+co) x [0,+co) 上 连续 ， 且 
到 1 
falt,0) = (1 十 妇 )(1 + a2t2); 
于 是 f(t,a) 在 [0,+eo) x [0,+co) 上 连续 ， 且 由 [1 a 关于 a 在 
Gr : : 6 0 (1+t2)(1+a2t?) 


[0, +ce) 上 一 致 收敛 可 知 ， 当 a 了 关 1 时 ， 有 
， 十 oo 瑟 十 oo 1 
1 (a) 一 [ folt,a)dt 二 | (T+ 8) + a2t2) dt 
1 i 1 a? nT 
-Tx (i 
当 a =1 时， 由 例 4.2.7 中 的 结论 可 得 


rw=/ 1 a=3/ dt _ 
ho +2)? 2Jo 1+& 4 


综 上 可 知 ， 对 VaE (0， 十 oo)， 有 


Tae 


从 而 


I(a) = 1(0)+ 3) i 了 In +a). 


注 在 例 4.2.12 中 ， 若 令 a = 1, 则 


小 dz 二 二 ln 2， 
0 tanz 2 


Tt 


3 7 rcosz 2 2 5 
/ dz = - dj = / zdln(sin7z) = -|/ ln(sinz)dz 
0 tanz o Sinz 0 0 


习题 4.2 


可 得 到 著名 的 Euler 积分 


n 
4.2.1 设 4, = 六 


rk 
£=1 (ko 1)! 


到 
/ 


(ne Z+), 求 江 


ljn(sinz)dz = = ln2. 


习题 “4.2 


jn ry: 


422 求 于 (kDK+T2)2" (0<7r<1). 
N=1k=1 


4.2.3 在 极限 式 


4.2.4 求 下 列 极限 : 
(DD 1 
(1) lim 


Z 一 17 


Co 


lim 
2 一 0 十 和 Zn 


(3) 


zw” 


工 十 Zr 


九 一 Oo 
0 


， 极 限 与 积分 运算 可 否 交 换 次 序 ? 为 什么 ? 


. \ NL 
lim 


1 十 m2z4 dz 


(2) lim 和 (on 一， 


Z 一 1 一 mm 一 1 


4.2.5 对 下 列 级 数 进行 微分 时 ， 能 否 进行 逐 项 求 导 ? 


Ww 
> arctan 一 
n2 


(1) 到 
4.2.6 求 下 列 级 数 和 |: 


3 5 
(1) 四 
3 5 


(0) (a 


n=1 I- 


(3) 1.2z 十 2.3z2? 十 3.4z3 十 …: 


4.2.7 设 {zn} 是 由 互 不 相同 的 数组 成 的 数列 ， 


在 (0,1) 上 的 连续 性 . 


4.2.8 求 lim DD 
i 到 -0 .5 二 革 也 


e 


f(z) = 


2 


© sgn (TO— Tn 
DE ) 


n=1 


= 


+o0 op2 

4.2.9 讨论 积分 于 到 dz 的 一 致 收敛 性 ， 并 求 出 值 ， 
0 

4.2.10 设 a > 0,b5> 0, 计算 下 列 积分 ; 


+t% cos az — cosbr 
Wf 亚 呈 
6 z 


dz; 


? 


(2) 人 arctan(az) 


wy; 


1 


睛 0 必 Wi (入 宇 


27 一 7) 


— arctan(bz) es 


TX 


和 讨论 
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2 


十 cc e 一 az 四 e 一 bz 十 ooe (人 _ es 
(3) [ 一 -一 一 dz; (4) 一 4 
十 cc ee 一 az Pe @-Pr 
4.2.11 计算 积分 1 人 sin mzdz, 其 中 a >，9 > 0. 
4.2.12 设 f(z) 为 连续 函数 ， 且 对 任意 4 > 0 积分 太 人 (2) qz 收敛 ， 求 证 


[2 dz = f(0) In 2 (a > 0, 5 > 0). 


4.2.13 利用 习题 4.2.12 及 Dirichlet 积分 求 下 列 积 分 : 


to% sin3 az to rsin azN3 
Wf ear @ / (SE) dz 

十 co 。: 十 co 。: 2 
(3) 上 sin QZ cos Br i (4) 1 sinz 4 

0 也 0 2 

4.2.14 求 下 列 积分 : 

to% arctan az py arctan(ar) :arctan(B7) 
1 一 一 一 一 QZ; 2 oO dr 
WW Z2V7Z2 一 工 是 人 2) 0 2 


1 
© / 时 + gy (提示 适当 引进 参数 .) 


第 5 章 阶 的 估计 及 应 用 


阶 的 概念 是 刻画 在 同一 过 程 中 的 一 个 变量 相对 其 他 变量 变化 速度 的 . 通过 阶 
的 估计 ， 可 以 突出 变 基 的 主要 因素 ， 避 开 一 些 繁杂 的 计算 ， 因 此 ， 它 在 判别 无 穷 级 
数 和 无 穷 积 分 收敛 性 以 及 各 种 极限 的 计算 中 有 许多 应 用 . 本 章 介绍 有 关 阶 的 概念 、 
阶 的 估计 方法 及 其 应 用 . 


5.1 阶 的 定义 及 运算 
5.1.1 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 阶 的 定义 
定义 5.1.1 设 a 与 8 均 为 无 穷 小 (大 ) 量 ， 并 且 


/ 
lim 和 三 过 
ei 


(1) 当 4=0 时， 称 6 是 关于 a 的 高 ( 低 ) 阶 无 穷 小 (大 ) 量 ， 记 为 6 = o(a); 
(2) 当 4 关 0 时 , 称 是 与 a 同 阶 的 无 穷 小 (大) 量 , 记 6 = 0*(a), 特别 地 ， 
当 4=1 时 ,又 称 6 是 与 a 等 价 的 无 穷 小 (大 ) 量 ， 记 为 6 ~ as 
(3) 当 4= oo 时， 称 6F 是 关于 a 的 低 (高 ) 阶 无 穷 小 (大 ) 基 . 
注 1 在 定义 5.1.1 中 , 没有 指明 极限 过 程 ， 如 果 需 要 的 话 ， 可 在 记号 后 边 的 括 
号 内 加 以 说 明 . 例如 
sinrT~7 (zz 一 0); 
1 1 
i ln(1 十 3 a O (“3) (7 一 00); 
lInz=0(7) (zz 一 十 oo). 
注 2 当 oa 为 无 穷 小 量 时 ， 有 时 也 记 作 a = o(1), 其 含义 相当 于 lim 工 = 0 
注 3 若 在 某 一 过 程 中 ， | | < M (M 是 常数 ), 则 记 为 8= 0( @), 注意 它 和 同 
阶 无 穷 小 基 记 号 的 区 别 . 比如 ， 当 z 一 0 时 ， i zsin 一 二 O(7z), 而 不 
能 写成 x sin 一 二 O*(z). 特别 地 ， O(1) 就 代表 有 界 量 ， 如 sin 2 二 二 0 ) (z 一 0). 
定义 5. 1. 2 设 a PB 均 为 无 穷 小 量 ， 如 果 存 在 常数 > 0 及 c 关 0, 使 得 
B 


lim pi (*) 


称 ca* 为 8 关于 a 的 主 部 (简称 主 部 ), 记 为 Za(Q); 同时 称 8 是 关于 a 的 大 阶 
小 量 ， 而 大 则 称 为 8 关于 a 的 阶 ， 记 为 08(a) = 大 . 
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注 1 大 大 不 是 自然 数 ， 为 使 (*) 式 有 意义 ， 应 当 要 求 a > 0. 

注 2 对 于 任意 两 个 无 穷 小 量 a 与 6, 它们 之 间 不 一 定 都 有 阶 的 关系 ， 或 者 说 
0 不 一 定 存在 关于 a 的 主 部 . 

例 5.1.1 当 z 全 0+ 时 ，a=z 妇 和 8=sin3 都 是 无 穷 小 量 ， 由 于 


| Sin” 一 1 
lim — = lim = 
rz 0+ Oy2 20+ 7 
y 3 1 
所 以 Oa(a) = 7， Z8(a) = Bo 
1 1 Ha 
例 5.1.2 当 n 一 十 oo 时 ，a = 和 和 = 都 是 无 穷 小 量 ， 由 于 对 任意 正 
数 及 , 皆 有 
Bb In*n 
lim 一 = 
有 一 Co OQ 九 一 CO nn 


所 以 8 与 a 之 间 不 存在 阶 的 关系 ， 因 而 也 没有 8 关于 a 的 主 部 . 
5.1.2 ” 阶 的 性 质 和 运算 


下 面 仅 介绍 无 穷 小 其 的 阶 的 运算 , 无 穷 大 量 的 情形 可 类 似 给 出 . 熟悉 和 掌握 阶 
的 这 些 性 质 和 运算 规则 ， 便 于 今后 利用 阶 的 估计 解决 有 关 问 题 . 

命题 5.1.1 设 a 与 9 都 是 无 穷 小 量 , 则 8 ~ a 的 充分 必要 条 件 是 8 = a+o(a). 

证 明 如 果 P~a, 则 im 二 1, 故 有 


lim = lim (5 国 1) =0 


从 而 6 一 a=o(Q), 即 B=a+o(a). 
反之 ,如果 B=a+o(a), 则 tim 个 -=0, 寺 是 


CQ 


im = lim (到 +1)=1, 
即 2 ~ a. 1 
命题 5.1.2 设 a 与 0 都 是 无 穷 小 量 ， 则 
(1) o(a) 士 o(a) = oa); (2) o(a) :0(8) = o(ap); 
(3) O(a) :0(8) = O(ap); (4) o(O(Q)) = o(Q); 
(5) O(o(Q)) = ee 
证 明 只 证 (2) 和 (4), 其 余 留 给 读者 自行 证 明 . 
(2) 令 入 = 4 = 0(8), WW lim = = 得 |5|<2 
oe BY 六 
] D2 
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Bo(a) :0(8) = o(ap). 
(4) 令 入 = 0(a), p= oA), 则 lim = 0, 且 存 在 常数 M > 0, 使 得 自 <M, 


于 是 


:万 . kA 入 
lim = lm 人 有 U， 
即 o(O(a)) = o(a)， | 
命题 5.1.3 设 a, 6 及 7 都 是 无 穷 小 量 ， 且 0s(a) 与 O;(a) 均 存 在 ， 则 
(1) Og»y(a) = Og(a) 十 Or(a); 


(2) 当 B6 与 Y 同 号 时 ， 有 O08+y(a) = min{0g(a), Oy(a)}. 
证 明 (1) 令 Oa(a) = >0,03(a) = kz >0, 则 存在 ci 关 0 及 cz 关 0, 使 得 


lim 0 = Bi, ni Y 三 ,Go 
Qk! Qk2 
F 是 
bY i Bb 1: 
lim i lim a lim i Giez ¥ 0. 
根据 阶 的 定义 ， 有 08y(a) = Oa(a) + Oy(a). 
(2) 仍 按 (1) 中 的 记号 ， 并 假定 0 < 局 < 2, 则 
cl， k1 < k2, 
lim b 十 7 = lim 十 lim = ‘lim at?2-A1 一 | | 
a 2 cl 十 co， k= kk, 
于 是 由 cj 关 0, cz 关 0 可 知 ，0843(@) = = min{Og(a), Oy(a)}. | 


命题 5.1.4 设 a 与 f 都 是 无 穷 小 量 ， 且 a > 0, 8 >0, Og(a) 存在 ， 则 
Oakx(a) = kOgs(a) (k >0). 
命题 5.1.5 设 a, 9 与 都 是 无 穷 小 量 ， 且 Os(a) 与 0;(B8) 都 存在 ， 则 
On(a) = O%(B) .Og(Q). 


命题 5.1.4 和 命题 5.1.5 请 读者 自 证 . 

例 5.1.3 设 7Y= Vzt+Vr+Vz, 求 当 z 一 0+ 时 7 关于 xz 的 阶 . 

解 令 a= Vz, P= Vzi+a, 则 Y= Vz+B, 故 由 Oz(7z) = 1 及 命题 5.1.3 和 命 
题 5.1.4 可 得 
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wm 1 1 1 1 
Or(z) 有 3 O82(2) = 3 Or+8(7) 二 5 Oe(7) 二 8 
例 5.1.4 设 Qa=o(1), 8= ola), 求 证 ec -es ~ a. 


证 明 由 a=ol) 可 知 ，ea -1~a, 即 
ec 一 上 = 三 Q 十 o(a)i 


又 由 a=ol(1) 和 68=ola) 可 知 ， es 一 1~ BP, 即 


es -1=8+o(p). 
综 上 可 得 
ea — ep Bb 江 ola) 0o(B) a 6b 于 ola)  o(O) 
G Qo G a CQ a Bb Ge 


从 而 由 = o(a) 可 知 ，e -ee ~ a 


习题 5.1 

5.1.1 设 a, 6B, 7 都 是 无 穷 小 量 ， 求 证 : 

(1) 如 果 Y= 0(8), 8 = O(a), 则 = 0(a); 

(2) O(aB) = o(a), O(aB) = 0(P); 

(3) O(O(a)) = O(a), O(a) + 0o(a) = O(a); 

(4) 如 果 B= 0O(a), 则 O(a) +0(8) = O(a). 

5.1.2 设 a, B, YY 都 是 无 穷 小 量 ， 且 Og(a) 与 Oy(Q) 都 存在 ， 且 7 = 0(B), 求证 
Oy(a) 之 Og (a). 

5.1.3 设 a, 8, 7 都 是 无 穷 小 量 ， 且 2Zp(a) = ca*, Y= o(a*), 求证 Z84y(Q) = Za(a). 


5.1.4 当 Y 一 0 时 ， 问 下 列 等 式 是 否 成 立 ? 
(1) [etz) = oz ); (2) O(z2°) = o(2); 


a 2 (4) A = oo 

5.1.5 设 a 与 8 都 是 无 穷 小 量 ， 且 a ~ 6. 问 下 列 式 中 哪些 成 立 ? 对 成 立 的 予以 证 明 ,不 
成 立 的 举 出 例子 . 

(1) alaj =0(p), G) om = 0(8); 

2 () ol ~ 0(8); 

Dela) 0 二 1 
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5.1.6 求 下 列 各 无 穷 小 量 关于 zx 的 阶 和 主 部 (这 里 z 一 0): 


(1) YI 二 到 一 1i (2) 1 


(3) 3z 十 6z? 一 5z4; (4) Vl+z— vli—7z; 
(5) Vz sinz; (6) Vr? 十 Yr?. 


5.1.7 验证 下 列 等 式 当 z 一 0 时 成 立 : 

(1) o(z™)+o(7")=0(7") (m2>n>0); 
(2) o(z™) .0o(7")=0(2™1") (m,n > 0); 
(3) 如 果 a = 0O(1), 则 ao(zx) = o(z); 


(4) Zz™ .0(1)=0o0(7™) (m > 0). 


5.2 ” 阶 的 估计 


从 应 用 的 角度 来 说 , 熟练 而 准确 地 进行 阶 的 估计 和 计算 是 十 分 必要 的 ， 因此 ， 
本 节 将 介绍 最 常用 的 估计 方法 ， 即 利用 Taylor 公式 进行 阶 的 估计 与 计算 . 


5.2.1 国 数 的 Taylor 展开 式 


带 有 Peand? 型 余 项 的 Taylor 公式 已 经 给 出 了 用 多 项 式 代替 已 知 函数 所 产生 
的 误差 阶 的 估计 ， 它 是 对 变量 进行 阶 的 估计 的 主要 依据 当然 ,将 一 个 比较 复杂 的 
函数 进行 展开 ， 还 有 不 少 技术 性 的 问题 需要 处 理 ， 我 们 将 通过 例子 子 以 说 明 . 

定理 5.2.1 (Taylor 公式 ) 

设 f(z) 在 zo 点 的 某 邻 域 Q(zo) 内 具有 直到 nn 阶 导 数 ， 则 对 Vz Ee U(zo), 有 


f(z0) 


f(z) = f(zo) + f' (ro)(z 一 zo) 十 … 十 1 


(zZ 一 Zo) + o((z — x0)"), 


其 中 o((z - x0)”") 称 为 Peano 型 余 项 ， 且 


me > n 
jim oz 一 zo)) 0 
2 一 TO0 (有 一 Zo) 


特别 地 ， 当 zo = 0 时 ， 就 得 到 Maclaurin2 公式 


A 1 (0), 二 oz ) (z= 0). 
1! 21 nl! 


f(z) = f(0) 


@ Peano, 皮 亚 诺 ， 1858 一 1932, 意大利 . 
@ Maclaurin, 麦克 劳 林 ， 1698 一 1746, 英国 . 
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下 面 几 个 常见 函数 的 Maclaurin 展开 式 在 以 后 阶 的 估计 与 计算 中 经 常 被 用 到 ; 


1. e*? 二 1 十 ZY 十 a a 

2! nl 
2. sinz = z 一 . 十 1 (1 -下 十 olz2n， 
3. cosz =1 十 [十 (一 TD 7 + oO(z2n+1). 
4. In(1+7)=¢ ER + o(z") 
5. (1 十 ZJ 三 1 十 HZ 十 T 3 十 Wd) 和 Dn + o(z"). 
6. aretans = 十 一 人 … 十 (一 1)2 一 1 十 ofz2m) 

人 3 11 2m 十 1 

人 守 i 0 本 a 


此 外 ， 还 有 一 些 函数 的 展开 式 由 于 比较 复杂 ， 我 们 只 写 出 前 几 项 


23 
1. tan 和 三 2 十 可 十 


2 
本 2 十 ee 十 ofZ58). 


315 


于 
2. esnz 一 工 十 并 十 可 2 十 ofz2). 


] 下 
3，etan2 二 了] 十 十 = 十 27 十 o(zZ3). 


2 
1 . 1 1 
4. ln cosz 一 本 2 oe 157 十 of(Z7)， 
Sin 化 1 1 1 
5 1 i 4 .6 7 
? 87 f+) 


区 
给 定 一 个 函数 


(z) 之 后 ,如何 求 出 它 的 Taylor 展开 式 呢 ? 一 是 直接 求 出 f(z) 


在 点 zo 处 的 各 阶 导 数 ， 然 后 按 公 式 写 出 展开 式 ; 二 是 利用 某 些 函数 的 已 有 Taylor 
展开 式 进行 展开 . 后 者 是 更 方便 的 . 


例 5.2.1 求 
解 先 将 


1 十 In(1 十 Z2) 


又 由 一 的 展开 式 可 得 


1 
1 二 ln(l 十 Z2) 


= 


和 [= 加 和 十 o(z)| 十 牟 


1 十 In(1 十 2Z2 


的 带 有 Peano 型 余 项 的 5 阶 Maclaurin 展开 式 . 


) 展开 至 o(x1). 由 In(1 + z) 的 展开 式 可 得 


,4 
In(1 + x2)= x2 一 十 o(z4)， 


In(1 二 z2) 二 ln2(1 二 z2) + olln2(1 十 z2)) 


+ oz)] + olln2(1 + 22)) 


5.2 阶 的 估计 .人 


本 
ye 可 二 olz4) 十 z4 十 olz6) + olln2(1 二 7z2)). 


又 因为 In(1+z2) ~z2 (x 一 0), 所 以 olln2(l +z2)) = olz4), 于 是 
也 
1 十 ln(1 十 Z2 
注 在 例 5.2.1 le 
(1) 确定 一 jw 一 x55 的 展开 式 的 最 高 阶 . 因为 m(1+z2) 的 展开 式 中 首 项 次 数 
十 jn(1 十 Z2) 
1 Ei a 1 
为 2, 所 以 要 使 1+In(l + z2) 的 展开 式 中 最 高 次 项 次 数 为 4, 必须 把 TI In(1 + x2) 
展 成 关于 中 间 变 量 In(1+z?) 的 二 次 项 . 另 一 方面 , 在 FT 关于 In(1+x?) 
的 展开 式 中 含 In(1 + 22) 的 最 低 次 数 为 1, 所 以 应 将 In(1 十 2) 展开 到 x 项 
(2) 确定 余 项 的 阶 . 要 熟练 掌握 高 阶 无 穷 小 的 符号 “ o(z") ”的 运算 法 则 ,本 
题 中 我 们 用 到 了 无 穷 小 的 运算 法 则 及 以 下 等 式 


5 1 坟 3 和 
zll .2 二 74 信和 二 :> .3 x3 5 
) z| 多 十 了 Z 十 of(z )| Z +37 十 ofz”) 


olln2(1 二 z2)) = oflz4)，o(z 多 十 o(z6) = o(xt), |z?— 机 十 ofZ 外 一 24 十 ofz4). 


例 5.2.2 将 下 列 函 数 在 点 x = 0 处 进行 Taylor 人 
1 十 2 一 


(1) - (24); (2) - 5 (24); 
sinz’ 1 工 一 2 一 
(3) In(1 十 z 十 z2)，(z6); (4) i (z4)， 


解 (1) 先 将 sinz 展 到 z3 项 (这 是 经 过 事先 计算 的 ， 请 读者 想 想 其 原因 ), 即 


5 
化 2 
Sinw pi 二 cr 十 o(7x°), 


3! 5 
则 
T 了 a 1 
Sin Zz 3 四 2 
一 可 A 十 olz6) 1 局 可 + olz5)| 
1 
于 是 由 a 的 展开 式 可 得 
人 2 zx4 人 12 区 和 
| 
rz2 1 
314 可 jz 十 ofz4)， 


| 
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于 是 
Es =0+e-o)h+ et za)* + o(z4)|. 
将 上 式 右 端 乘 开 后 ， 略 去 高 阶 无 穷 小 基 (有 些 项 不 必 乘 开 ) 得 
ee = 1+272+272 十 473 十 1274 十 oz 
工 一 允 一 2 
) 由 于 in(1+z+z2)=Iin(l-z3) 一 In(l-z), 并 利用 ln(l+z) 的 展开 式 可 得 
ln(1E+Tz+2z2)=In(1-2z3) 一 In 人 (1 一 2z) 
， re 6 rk 
= 一 7X? — 本 ofZs) 十 | 加 二 十 oze)] 
必 人 “区 pr | 
= 
y 1 < 人 2 2 项 各 
(4) 将 ye [1 市 (x Z)] 展开 至 ”从 ， 得 
Ee 2 
| 3(T 7) + (2 Z)2 十 o((z2 — x)?) 
1 下 
三 工 十 37— 8 十 ofZ2). 
从 而 


字 证 4 
en 二 2 二 +o(Z ). 
例 5.2.3 求 ex sinz 在 点 x =0 处 的 Taylor 展开 式 至 x4*13 项 ， 并 给 出 Peano 


解 设 f(z) = ezsinz, 则 直接 计算 可 得 


f'(7) = (er sinz) = e” (sinz 十 cosZ)， 
f"(x) = (er sin x) = 2e” cosz, 
f""' (zr) = (er sinz) ”= 2e° (cosz — sin7z), 
f(D (7x) = (ez sinz)(4) = 一 4ez sinz, 
所 以 对 于 k =0, 1 .27 都 有 


(z) = (—4)*e? sin z， 
(2) = (- "er sinz + cosz), 
f 4k+2) (x) 二 (一 4)* 2e™ cosz, 
(7) = (一 


3) 4)*2e7 (cos x — sin z)， 
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于 是 由 
jy(0) = 0, fe17(0) = (多 572(0) = 2 人 5 F4413(0) = 2(-4)* 


可 得 
Ts 加 n 于 Tk+1 274K 十 2 2D74K 二 3 
PE 2 D 二 1)! 四 (4%k + 2)! (4K 十 + Ran+3(72), 
并 由 (er sin xz)"t4|s=0 二 0 在 本 全 局 Ch 
例 5.2.4 设 f(x) , 求 (0). 
解 将 er” 进行 ol 展开 . 由 ez 的 展开 式 可 得 


2n 


十 o(z27)， 
nl 


rt bd 
好- 二 一 -一 启 南 
e 人 下 


于 是 由 Taylor 展开 式 系数 的 含义 及 展开 式 的 唯一 性 可 得 


0, n= 2k+1, 
fm(0) = | 


22 — D1, n=2k (k=0,1,2,...). 


例 5.2.5 求 (1+z2)sin2z 在 点 z= 0 处 的 Taylor 展开 式 . 
解 由 cosz 的 展开 式 可 得 


(2z)2 


十 o(2j2r+， 


nn 
cos27 = 》 (—1)* 
k=0 


所 以 由 o((2z)2"+1) = o(z2n+1) 可 得 


sin2 7 = 50 一 cos27) = > 3 人 十 Oo(zZ2n+1) 
于 是 
se 1 也 本 (2 2 922k7y 2k 二 2 3 
(1 十 z2)sin2z = 了 1 i 十 : 2 je 加 可 十 ofZ2n+1) 
: 9 和 人 2 
A 2 [ye ~ Gh] + oe"). 
例 5.2.6 0 = 在 点 2 三 1 处 的 Taylor 展开 式 . 
解 由 于 In- 可 以 表示 为 
In 四 的 =In[1+(z— 1) -nm(1+ 3 ), 
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又 由 ln(1 十 x) 的 展开 式 可 得 


In(1+7z—1)= yD 人 (x el 
大 


ji (1 宗 | 到 C= (w = wy a 加 1)*), 


2 k=1 k2k 
F 是 
27 局 加 1 、(z 一 Ts 
1 ES 1}! a TT ny 
i (1 i ote 1)") 


注 例 5.2.6 的 解法 说 明 ， 利 用 在 点 x = 0 处 的 Maclaurin 公式 来 求 得 在 点 
2 = Xo 处 的 Taylor 展开 式 ， 通常 的 做 法 是 先 将 f(x) 变形 为 p(x 一 zo), 然后 将 
Z 一 Zo 代 到 y(t) 的 Maclaurin 公式 中 即 可 . 因此， 我 们 建议 读者 应 熟练 掌握 一 些 
常见 函数 的 Maclaurin 公式 . 
5.2.2 ” 阶 与 主 部 的 求法 

在 本 章 的 第 1 节 中 我 们 曾 定义 了 阶 与 主 部 的 概念 . 对 于 无 穷 小 量 来 说 ， 这 两 
个 概念 最 重要 了 .因为 它们 刻画 了 无 穷 小 量 的 相对 速度 及 主要 数量 关系 ( 主 部 ). 那 
么 ， 如 何 来 有 效 地 确定 它们 呢 ? 阶 和 主 部 与 Taylor 公式 又 有 怎样 的 联系 呢 ? 下 面 
就 来 讨论 这 个 问题 . 

在 前 面 我 们 给 出 了 Taylor 公式 ， 如 果 f(x) 能 在 点 z = zo 处 展开 成 n(n zz 1) 
阶 Taylor 公式 ， 则 当 xz 一 zo 时 ，a = f(z) 一 f(zo) 是 无 穷 小 量 . 这 个 无 穷 小 量 被 
Taylor 公式 刻画 得 已 经 很 清楚 了 ， 因 此 有 了 下 面 的 内 容 . 

定理 5.2.2 设 f(x) 在 点 x = zo 某 一 邻 域内 具有 直到 n 阶 的 连续 导数 .如果 
存在 Ke Zt+, <n, 使 得 f(xo) 关 0, 则 当 z 二 xo 时，a = f(z) 一 f(zo) 关于 
2 一 20 的 阶 与 主 部 均 存 在 ， 且 
f(zo) 


ml! 


Za (WT0) (Z 一 Zo)” ，Ou(Z 一 zZo) = m, 


其 中 m 是 不 超过 的 某 一 正 整数 . 
证 明 由 条 件 可 知 ， 存 在 m € 2+, 使 得 m < n, 且 
f(zo) #0, fOr0)=0 (k=1,2,.… ,mo— 1), 
故 由 Taylor 公式 可 得 


ml! (=x0)" 二 ao((2 二 00 


jzZ) — f(x0) = 


fo) (eg) 


ml! 


(TzT—7X0)” (2z 一 2Zo)， 


jzZ) — f(zo0) ~ 


5.2 阶 的 估计 站 7 


即 
f(™ (zo) 


ZalT 一 2Zo) = | (T= 060)" Oa(z— wo) = mm: 


定理 5.2.2 提供 了 一 种 求 无 穷 小 量 8 关于 男 一 个 无 穷 小 基 a 的 阶 的 方法 . 例 
如 ， 如 果 当 x 地 zo 时 ，6 = f(z), a = g(7) 都 是 无 穷 小 量 ， 若 由 定理 5.2.2 得 


Og(zT—7X0)=m, Oa(t — 7X0)=n, 


则 Og(aQ) = 
例 5.2.7 设 w=sinse2z,8=e x3 一 1, 求 Oa(a) (z = 0). 
解 由 sinz 与 ez 的 Taylor 展开 式 得 


a 一 26z6 二 olzs) ~ 26z6，Ou(z) = 6， 


1 1 
B= 37" 十 ofz8) ~ 5 ， Op(z) = 6， 


于 是 0g(a) = 1 (x 一 0). 
例 5.2.8 设 a= 证 
解 由 


(ez —1), 8 = In (zsin 2 =) 求 Og(a) (z 一 co). 
a= 误 (et 一 D)~ 吉 (eo0) 
可 知 ，O。 (二 ) =4 将 sin 展开 成 的 Taylor 展开 式 ,得 

人 区 人 


1 由 1 )| 1 1 fi ( 1 ) 
O = 一 = 十 0( 一 )， 
rT 6z3 We 67z2 03 


1 
Zsin 工 二 | 
故 由 jn(1+z) 的 展开 式 可 得 


人 (sin . = [ 村 +o( 十 ) i +o( 误 ) > -就 


即 Op(2) = 2 于 是 Oa(a) = 了 = 


例 5.2.9 设 8=(a+bcosz)snz -7z3, 试 确定 a,b, 使 得 当 x 一 0 时 ， 
Oa(z) = 5, 并 求 出 此 时 的 25(z). 
解 将 9 改写 为 


=(a+b)sinz 一 bsin37z 一 Z3. 


如 果 a 十 5 关 0, 则 B= 0O*(sinz) = 0*(z). 这 与 本 题 要 求 了 矛盾 ， 所 以 a 十 b= 0, 即 


B= -bsinsz— v3. 
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由 sinz 的 展开 式 可 得 
5= -blz— 和 + oz)| -ws 
-me 二 村 + olz5]] 一 中 
= 一 化 十 1)z3 十 2 十 o(z5)， 
故 由 定理 5.2.2 可 知 ，5 十 1= 0, 从 而 b= -1 a = 1, 此 时 有 
0 -3 


例 5.2.10 设 8= 和 2 -sinr1 三 ， 求 08 (2), A 


解 由 6 的 定义 可 知 ， 
1 ， 1 
n2sin——1 n2sin——1 a 1 
B= ~ nL =n? (% sin 3 1 
n 


. 1 
SH —= pop 
n2 n2 


所 以 由 msin 方 二 1 一 二 +o( 三 
n 


-三 n(n sin 本 1) 一 3 +o(3), 
dl 上 1 
os) = Za (5) 673 
例 5.2.11 设 8= 六 I 


解 由 ln(1+z) 的 展开 式 可 得 


jl 7 nl 本 sin( Fg) 


三 > 27 一 + oa] 过 5[az 一 Cs + o(z7)| 
1 2 2 
= 37 十 OZ )， 


于 是 由 8 ~ InG+D) 可 得 
al(2) = 2 (x 一 0). 
注 此 题 的 解法 利用 了 对 数 的 性 质 ， 使 计算 量 大 大 减少 (这 种 做 法 与 对 数 求 导 
法 很 相似 ). 否则 直接 将 根 式 及 分 式 进 行 展开 ， 是 很 繁杂 世 
在 进行 Taylor 展开 时 ,要 注意 展开 到 足够 的 项 数 (当然 太 多 也 不 必要 ， 只 要 能 
将 主 部 突出 即 可 ), 否则 可 能 出 现 错误 . 


习题 5.2 . 179 . 


习题 5.2 
5.2.1 将 下 列 函 数 在 点 x = 0 处 展开 到 指定 项 : 
(1) wesin®, (£4); (2) sin? zsinz2，(z5); 
lIn(1 十 z2) 本 
(3) a (2 ); (4) tanzarctanz, (zx). 
5.2.2 将 下 列 函 数 在 指定 点 处 Taylor 展开 至 x” 2 > 1) 项 ， 并 指出 Peano 型 余 项 . 
(1) ln(3z ~— 2), zo= 1; (2) "ee wo 
(3) ln 2 ¢=0; (4) sin? xz, z=1., 
— 27 


5.2.3 ”判断 下 列 无 穷 小 量 的 阶 Oa(z) (z 一 0). 


1 } et 
(1 Tz snr’ 3 1 
(3) ln(sinz 十 cosz). 
5.2.4 试 确定 常数 a, b, 使 得 x 一 0 时 ， 下 列 式 子 成 立 : 
(1) wa 三 ee 一 一 = O* (x3); (2) a= (a+bcosz)sinrz — z= 0°(r). 
5.2.5 对 下 列 无 穷 小 量 a 与 8, 求 Op(a). 
(1) B=2 3 +z, a=7", (rt 0); 
(2) B= Vit+7xi— Vi-z3, oa=z°, (zo— 0); 

= /zr(l—cosr), ao=Hng, (rz — 01); 
(0) 8=D 2 a=Vi-1, (s+1). 
5.2.6 设 a= A 一 1 求 Zs(z), (zx 一 0). 
5.2.7 利用 无 穷 小 量 主 部 求 下 列 极限 : 
(1) lim 2 (2) lim (Wr3+37— Vr — 27); 
= 0 sin’ 27 zr 十 co0 

(3) lim me In (nsin 7); (4) im 了 ?|(1+ 2 -(1 十 =) ]. 


5.2.8 设 f(z) 在 点 z=0 的 某 邻 域内 具有 二 阶 导数 ， 且 
{|* 0, 


求 f(0), 了 (0), "(0) 及 lim [1 车 
5.2.9 设 f(z) 在 点 z = 0 的 某 邻 域内 具有 任意 阶 非 零 导数 ， 且 9 (0 < 9 < 1) 满足 


f°™(0) 六 zn 
2! 人 (nC—1)! nl! 


a 


f(z) = f(0) + f'(0)z i 
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求证 lim 9 = 一 (提示 : 先 将 函数 f(z) 展开 到 z?+2 项 ， 建 立 关于 "(9z) 的 等 式 ， 再 考 
查 /om j(9z) 的 二 次 展开 式 . ) 


5.3 阶 的 应 用 


阶 的 概念 是 与 极限 过 程 紧密 相 联 的 ， 它 是 对 变量 之 间 相 对 变化 速度 的 一 种 定 
性 描述 . 因此 ， 它 在 计算 极限 、 级 数 与 积分 收敛 性 问题 中 有 许多 应 用 . 本 节 将 通过 
一 些 例子 加 以 说 明 . 
5.3.1 ”利用 阶 计 算 极限 


在 诸多 的 极限 求 值 门 题 中 ， 不 定型 的 定 值 问题 是 二 分 重 村 的, 起 其 中 最 基 0 
0 一 型 ， 因为 其 他 一 些 不 定型 均 可 以 经 过 初等 变换 化 为 和 一 型. yq 


的 含 义 是 ， 被 求 极 限 的 变量 y 可 表示 成 两 个 无 穷 小 量 a, 8 的 证 好 y= 二 
类 型 的 极限 求解 方法 有 多 种 (如 第 6 章 将 介绍 的 Stolz 定理 和 L'Hospital 法 则 等 ) 


下 面 讨论 如 何 利用 阶 的 估计 与 运算 来 求 极 限 值 . 
设 当 z 一 0 时 ，a, 8 都 是 无 穷 小 量 ， 并 且 0。(x), 08(7z) 均 存 在 ， 则 显然 有 


0， Oalt) < Oa(r), 
. Ap 
lim = Fe), Oo(s) = 0p(e), 


06, Guo > Oo 


例 5.3.1 求 极限 liny (去 fe dt 一 二 + a) 


372 
解 由 e” 的 展开 式 可 得 


. 2 5 外 下 EE 
[ 人 上 1 一 成 十 十 of5| dt 一 2 一 了 十 102 十 o(zZ6)， 


: I 1 1 1 1 
丙 ( 寺 /ae- 二 + 赤 )= 豫 矶 + oo = 
注 如 用 L'Hospital 法 则 来 求解 例 5.3.1 也 不 困难 . 
例 5.3.2 求 极限 ,im Z3(Vz3 十 37 一 VZ4 十 472). 
解 由 (1 十 x)* 的 Taylor 展开 式 可 得 


3 3 3 1 1 1 
ya 3 a 4 1 3 1 
Z4 十 4zr2 一 2 1+ 坪 =z[1+ 云 - 关 +o( 云 )， 
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于 是 


im zx (V 23 十 37 一 Vz4 十 472 ) = ,lim [5 
Oo 


1 
了 +o0D| 3 
例 5.3.3 设 sn=n 一 守 c0s 二 (n=12 小 求 lim wn 

解 由 cosz 的 Taylor 展开 式 可 得 


2 2 名 上 
Zn = 一 COS 方 ) a 之 [ 训 站 避 (去 )| 二 a 2 k2 十 oo(5) 


1 n(n+t1)(2n+1) (nn 二 1)(2n 二 + 1) 


= 加 1 一 1 上 
2n3 6 下 12n2 二 本 
于 是 
十 工 二 +1 1 
也 一 CO 有 一 OO 127“ 


注 此 题 中 应 用 了 阶 的 运算 ， 即 


o( 与 】 = o>) (有 三 12… ,n), Zola) = o(1). 
例 5.3.4 设 f(z)e C”[0,1], 求证 
GAN] _ 0OD 一 0) 
lim "| f(x)dz Pp )| 本 


0 一 oo nN k=0 


证 明 由 定 积分 的 性 质 可 知 ， 对 Vn € Z1, 有 


fie Jaz- 二 7(z) = pa Ea flo)de — if(S) 


由 f(z) e C2[0,1] 可 知 ， f(z) 在 点 2 二 人 (k 一 1,2,… ,n 一 1) 的 Taylor 展开 式 为 


nn 


2 


OA ca 
其 中 总 介 于 zz 与 < 之 间 . 
由 f(z) e C2[0, 耻 可知，f7(z) 在 [0, 相 上 有 界 ,所 以 当 ze | 和 ， 


sp- -ob) em 


2! n 


k++1 
也 


| 时 , 有 
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从 而 


9 光 Qf ee 2)daz+ 守 o(3) 


由 定 积分 的 定义 可 得 
1 n—l k 17=1 
mm 人 f(z idz 一 二 二 (元 )| = 了 
大) 三 f(0) 
0 
例 5.3.5 设 f(z) = (1+z)*，, 试 确定 常数 4 和 B, 使 得 
. f(x)—-A-Bz 
lim 一 一 一 一 一 一 一 一 
Z 一 0 2SInZ 
存在 ， 并 求 其 值 . 
解 由 ln(l +z) 的 Taylor 展开 式 可 得 
于 是 由 ez 的 Taylor 展开 式 可 得 
Pl ol 一 各 本 +o(lz2) .ee 一 各 十 哇 十 o(z3) 


=ef1+[- 于 + 写 +oG5]+3[- 全 + 于 +olc +olz9)]} 


=e|1- 三 + 二 22+otz | 


2 24 
e 11e 3 2 
= 5+ 12 十 ofZ7) 


男 一 方面 ， 由 zsinz ~ 2? 可 知 ， 要 使 所 求 极 限 存在 ， 必 有 
f(z) — A— Bz=O*(z2)， 


机 11 
六 Fe a — A Br= 0*(z?), 


5.2 阶 的 应 用 


于 是 当 4 = 。, B= -3 时， 所 求 极限 存在 ， 且 


es a 
jr f(z)—A—Bzr lim lle wv lle 


z 一 0 rsinz zo0 24 zsinz 24° 


tansinz— sintanz 


例 5.3.6 求 极限 lim 


ro0 tantanz — sinsinz 


解 由 tanz 及 sinz 的 Taylor 展开 式 可 得 


1 3 4 
tantanz = tanz+ 了 tan” z+o(tan 7) 


本 工 3 家 汪汪 1 _ s 4 ]” 4 
一 Z+37 二 blog 十 于 |e 十 52 十 of )| 十 olZ ) 


2 
一 并 十 二 Z3 十 oz4)， 
3 
3 :4 
sinsinz = sinz — ¢ sin Z 十 olsin 7) 
1 1 1 3 
一 工 一 a 十 ofz4) 一 | 一 多 + o(z)| + o(z4) 


1 
一 2Z 一 23 十 olz3). 


3 
于 是 
tantanz 一 sinsinz 一 2Z3 十 ofZ9). 
又 由 
十 : 3 下 于 
tansinz = sinz+ 了 sin” x 十 olsin 7) 
1 1 1 3 
=z 一 23 二 o(z4) 十 = [= 一 23 十 ozg]] 十 ofzZ9] 
6 3 6 
下 
一 Z 十 二 73 十 o(Z4)， 
6 
1 3 4 
sintanz 三 tan2 一 6 tan” z+o(tan’ 7z) 
1 1 1 3 
一 Z 二 zzZ3 十 olZ2) 一 二 [= 十 二 7Z3 十 o(z)| + o(z) 
3 6 3 
1 
一 Z 十 2Z3 十 ofz4) 
6 
可 知 
tansinz — sintanz 一 o(Z4)， 
从 而 


tansinz 一 sintan7 _.. o(z4) 


im 一 一 = lim 一 一 一 = 
ra0tantanz—sinsnz zxz 一 023 十 ozZ4) 


“ 183 . 
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注 本 题 如 采用 L'Hospital 法 则 求解 ， 那 将 走 入 歧途 . 另外 ， 在 进行 Taylor 展 
开 时 ,应 先 展开 分 母 , 根据 分 母 的 阶 来 确定 分 子 的 展开 式 中 最 高 次 项 的 次 数 . 本 题 
如 先 展开 分 子 的 话 ， 想 要 计算 出 分 子 的 主 部 需要 展开 到 * ”项 ， 即 


1 
tansinz— sintanz = pr 不 o(z5)， 


这 将 大 大 增加 计算 量 ， 
3 COST 
解 对 Vn eZt, 由 Taylor 公式 可 得 
1 


: Ee @—nln(1+z°) a @—n[z*+o(z*)] 一 e-nz .eno(z5) 
(T+ 3) 


1 
Th 
3 


nm <n-.n!=1 (ne2Z+) 


] 上 连续 ,并 且 当 ze [0, 元 ] 时 ,由 


记 a(z) = -mo(z3)) 则 a(z) 在 | 而 


可 知 ， 
a(z) = o(1) (z 一 0)， 


故 由 积分 第 一 中 值 定 理 可 知 ， 对 Yme 2Z+, 有 


于 是 由 
1 
0g<én < lim an(én)=0, lim cosén=1 
nN 人 天 1 一 OO 
可 得 
二 和 
“i cosr i 本 oa 
ns vif (1 十 22)7 二 vi/ ° de 
9 
= Jirn etdt 
1 一 OO 0 


5.2 阶 的 应 用 


5.3.2 阶 的 估计 在 级 数 与 广义 积分 收敛 性 中 的 应 用 


众所周知 ， 如 果 级 数 二 mw 收敛 , 则 lim an = 0. 这 只 是 级 数 收敛 的 必要 条 
件 . 知 使 一 个 级 数 收敛， 仅 有 一 般 项 趋 于 零 是 :不 够 的 ， 还 要 看 它 趋 于 零 的 速度 ， 


就 是 说 ， 一 个 级 数 Danf 6 否 收 僵 ， 完 全 由 它 的 一 般 项 an 趋 于 零 的 速度 决定 . 


项 级 数 收敛 性 的 比较 判别 法 说 的 就 是 这 一 事实 由 此 可 见 , 正确 地 判定 级 数 一 般 项 


趋 于 零 的 阶 就 显得 尤为 重要 了 . 


广义 积分 收敛 性 与 级 数 收敛 性 有 着 密切 的 联系 和 许多 相似 之 处 ， 在 此 我 们 一 


并 讨论 . 
定理 5.3.1 设 3 Qn 与 3 bn 都 是 正 项 级 数 ， 且 
ris=1 人 二 


Gn 
lim 一 三. 
no0 pb 


(1) 当 c 关 0 时 ， 级 数 Dan 与 ba 同时 收敛 或 同时 发 散 ; 
(2) 当 & 二 0 时 ， 如 果 二 om 发 散 ， 则 Db 发 散 . 


郊 二 二 的 会】 


定理 5.3.1 是 比较 判别 法 的 极限 形式 ， 是正 项 级 数 或 一 般 级 数 的 绝对 收敛 性 判 


别 中 常用 的 . 方法 是 将 级 数 be 与 某 个 已 知 其 收敛 性 的 级 数 ba 进行 比较 ( 实 


际 上 是 两 个 级 数 一 般 项 趋 于 零 的 阶 的 比较 ). 
比较 判别 法 可 用 阶 的 语 ted 
命题 5.3.1 设 on 与 二 2 bn 都 是 正 项 级 数 ， 且 
1 


铝 二 于 


lim wr = in bn =:0; 
00 N00 


(1) 如 果 un = 0*(b), 则 级 数 bt 与 So 同时 收敛 或 同时 发 散 ; 
(2) 如 果 a = OU 则 当 并 on 发 类 时， 江 b 也 发 散 
例 5.3.8 设 J"(0) 存在 ， 且 lim 二 22 = 0 求证 级 数 立 1 (二 ) 绝对 收 全 
证 明 由 f"(0) 存在 可 知 ， f(0)， 7g) 均 存在 ， 且 
JO) = Yr Fy= 
所 以 
f(z) ~ f(0) _ 1 fa) 


并 一 0 7 一 0 ZX 


f°(0) = lim =0, 
-+0 
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于 是 由 Taylor 公式 可 得 
jz) = F(0) + (0jz + 了 f(Ojz2 + olz2) = 了 7"(O)z2 + olz2) 
由 上 式 可 知 ， 
f= OL 二 +o( 赴 ) =0( 训 
从 而 由 命题 5.3.1 可 知 。 江 7 (。) 绝对 收 人 
例 5.3.9 判别 级 数 Pa mn 的 收敛 性 . 
解 设 w = (mm-mmn (n = 2,3,…), 则 经 初等 变形 后 ， 得 


) (7 一 co)， 


| 


一 (ln ln 7 


2 jv ln nd 
mn on 


Gn = (i 2 
lInl 2 1 2 yy 
ed 丙 曾 三 全 人 人 < 河和 
lInn lInn 
1 
元 1 1 


an Nan nli-bn 
于 是 由 沁 二 发 散 可 知 ， 壮 on 发 散 
二 We 多 一 a 1 1 
例 5.3.10 试 确定 a 的 值 ， 使 级 数 | 3) mn (1 十 =) 2 1 收 伍 . 
解 由 ln(l +z) 的 Taylor 展开 式 可 得 


+a (+a) -+3) -+ + (Rw) 


从 而 
[+ 3 m (+ 5) -二 = Le +olne-2) = O(ne™?). 


由 此 可 知 ， 当 a < 1 时 ， 原 级 数 收 剑 ， 其 余 情 形 均 发 散 . 
例 5.3.11 设 p> 0 判别 级 数 盖 [e- (1+ =】 ] 的 收 伊 性 


n 
解 由 ln(1+z) 及 ez 的 Taylor 展开 式 可 得 


(1 a -) 一 en lin(1 十 去) 演 Bl 3 +o( 去 )] 


n 
一 e.e- 杰 +o(*) 一 el sa 十 o(2)], 
2n n 
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由 此 可 知 ， 当 p> 1 时 ， 原 级 数 收 伍 ， 全 
例 5.3.12 设 p>0, 判别 级 数 > ln cos 二 的 收敛 性 . 


N= 


解 由 cosz 的 Taylor 展开 式 可 得 


2 

不 Ns a 

cos— 二 1 一 一 nn 2 十 om “7?), 
np 2 


于 是 由 In(1 十 x) ~ x (zx 一 0) 可 得 


in? 1 = Tn 十 on 2?)| Re [- Tn” oo (n — oo)， 
即 s 
In? cos 二 | - 本 人 站 某 oln->7)| =O*(n-4P) (mn — 00). 
由 此 可 知 ， 当 p > 3 了 时， 原 级 数 收敛 ， 其 余 情形 均 发 散 . 
例 5.3.13 设 a > 1, 判别 级 数 logs(1 + am2) 的 收敛 性 . 


解 设 b= 1ogs(1 十 a- 7) (ne2+), 则 由 对 数 性 质 可 得 


bn =logs(l+a "=In(l+a ®t").logpe = O*(a 17?) 人 全 oo)， 


于 是 二 六 与 Ca 有 具 有 相同 的 收敛 性 . 


2 


和 一 方面， 由 Cauchy 各 分 六法 知 ， 级 数 时 am 与 -积分 三 ”由 
同 收敛 或 同 发 散 ， 于 是 由 


十 oo 十 5 
1 u 
dr S| (=) du, 
1 QQ 0 a 


可 知 ， 当 a > e 时 ， 积 分 收敛， 同时 原 级 数 收 化 ， 其 余 情 形 均 发 散 . 
例 5.3.14 判别 广义 积分 太 (ez 一 DD? 的 收敛 性 . 


Ey 


解 因为 当 z 一 0 时 ， 有 ee” 一 1~x, In(1 十 X) ~ 了 7 所 以 当 x 二 +00 时 ， 有 


alnz 部 


由 此 可 知 ， 当 a 一 8 > 1 时 ， 原 积分 收敛 ， 其 余 情 形 均 发 散 . 
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例 5.3.15 判别 广义 积分 / 


一 dz 的 收敛 性 ， 
0 工 十 2 
十 ooe e "(N+1)7n 
dz C0 dz 
/ dari | > 儿 
Jo 0 工 十 ZSI 并 
1 
记 fn(7) = 一 一 一 一 一 一 ; 则 对 Yn e Zt, 有 
1+ (nn)tsin 7 
(n+l1)n (mn 十 1) (nt+1)nx 
1 dz 
一 一 一 一 一 d7 < |/ Ri / fnrlT)dr;, 
Ny 1 十 Z4Sin” x nn 1+ (nn)tsin 7 Jar 
并 由 扩 (z) < 1 可 得 
(7 十 1) 元 et (n+l1)n 
/ fn(r)dy = / fn(z)dz + fn(w)ds 
nn Jnn nn+n 和 
， a (n+1)n 
<n 3 + Hodz+ / , fn(T)dz 
nni+n 3 J(nt+l)r—n 3 
_4 g( 
< 27 3 十 


1+ (nn)tsin?(n-3) 
故 由 sinn- 二 n-3 十 oln-3) 可 得 


1+ (nn) sin?(n-$) =1+ (nr) be 


(n 一 co)， 
从 而 
TT 4 
2N 十 一 一 一 一 一 一 一 一 二 O(n 3) (一 oo). 
1+ (nn)lsin (nn +n-3) ( ) 人 ) 
综 上 可 知 ， 
(n+l1)n a 有 
几 1 十 Z48sin27 = 
, oo (n+1)n a 
于 是 由 级 数 交 


到 i 你 灼 中 和 原 广 义 积 分 也 收敛 . 
5.316 判别 广义 积分 


一 一 一 dz 的 收敛 性 . 
— sinz 
解 因为 当 z 一 0 时 ， 有 
zsin ~ x? Pe Wg 2 
Ts 2 ， sinz = : 6 
所 以 . 

2 Sin 人 QO 
人 
rT—sing Z 


于 是 由 人 和 发 散 可 知 原 积分 发 散 . 
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例 5.3.17 设 p,qg > 0, 判别 广义 积分 下 ln (cos 十 Sin 二 jdz 的 收敛 性 . 
解 因为 当 z 一 0 时 ， 有 


过 
COST~1— pi SI A 


re 再 1 1 
A s ES 2 | wp 
cos 7 十 Sin 3 1 Dap 十 o(Z “7?) 十 十 ol 7) (z++00), 
于 是 
1 1 1 1 
: a | 7 一 2p 
cos 语 十 Sin 上 二 人 二 坏人) 让 (WT) 


O* (x mintg, 弛 二 (Zz 一 十 oo). 


由 此 可 知 ， 当 p > 3, 且 4 > 1 时 ， 原 积分 收 贫 ， 其 余 情形 均 发 散 . 


习题 5.3 


5.3.1 利用 不 定 积分 性 质 及 积分 公式 求 下 列 不 定 积分 : 


. V1 一 ez 一 V1 一 cos2 tantanz 一 SinSin 人 
(1) lim : (2) lim 一 一 一 一 一 ; 
并 一 0 十 VSin 并 z 一 0 tanz— sinz 
Ee 3 加 
”一 1— 一 :tan 2 
人 (4) lim 开工 一 arctanz， 
z 一 0 sin” 27 ra0 tanz— arcsnr 
: < 于 
(5) lim (VL 十 37 一 Vz2 — 27); (6) lim n? ln (n sin 一 ); 
wh no0 v1 
1 J i 
(7) lim (n 十 3) ln 4 十 一 ); (8) lim (—1)” sin(xrVn? 十 2); 
7 一 Co 2 n m 一 CO 
1+azr)2 — (1+ Br)° 
(9) lim zz 1; (10) lim (tt gi) (t+ Be 


0 并 一 0 72 


5.3.2 求 lim sin 二. 


05 天 三 1 


5.3.3 试 确定 常数 p, 使 得 


Nn99 1 
I RPR 生生 cs 王 
nono0 72P 一 (7 > 1)? 100 


5.3.4 设 f(x) 具有 4 阶 连续 导数 ， 求 证 


lim 一 > (1)*CHf(e + kh) = f(r). 


h—0 » 

5.3.5 判别 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
1 站 了 1 
(1) Dh (co tsins); (2) 和 (1— 3sin 二 上 
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Ca 
(9) EiTa- ynTD (0) S(Ti- Vi nei; 
WW 二 二 (8) Drs a 
5.3.6 设 {nan} 单调 成 少 站 于 零 ， 且 级 数 沁 a 收 剑 ， 求 证 

an =0 (=) (n — 00). 
5.3.7 判别 如 下 广义 积分 的 收敛 性 : 
(1) Pl a (2) a [mn (+ >) 图 Tas; 


人 站 9 /并 
(5) Pe z?ln (1— 二 )dz; (6) 三 [e= (1+ >) ] dz 
538 判别 积分 (二 [3])as 的 政策 性 ， 其 中 [] 为 取 束 函 数 . 


十 oo 
5.3.9 设 p, d 为 常数 ， 讨 论 积 分 ) ln(1 十 7?) (In 2 本 三 2z)dz 的 收敛 性 . 
5.3.10 求 使 极限 


si 0 全 Z) [ 忌 In2t Ee 
存在 的 a 值 及 相应 的 极限 值 . 


第 6 章 极限 的 存在 性 与 求 值 问题 


极限 理论 是 数学 分 析 的 基础 ,深刻 理解 极限 概念 、 掌 握 极 限 的 思想 和 方法 ， 对 
学 好 数学 分 析 至 关 重 要 . 本章 将 通过 各 种 例题 前述 关于 极限 存在 性 的 证 明和 极限 
求 值 问题 的 一 些 常 用 方法 和 技巧 . 


6.1 关于 极限 定义 的 若干 注释 


在 数学 分 析 中 ， 极 限 的 定义 是 按 变 量 的 不 同类 别 和 过 程 的 不 同 种 类 分 别 给 出 
的 . 极限 的 形式 是 多 种 多 样 的 ， 它 是 由 变量 和 过 程 的 多 样 性 决定 的 ， 这 里 所 说 的 变 
量 并 非 指 体现 过 程 的 那个 量 (如 数列 {fz*} 中 的 变数 n, 函数 f(z) 中 的 自 变 基 z 等)， 
而 是 指 我 们 观察 、 人 研究 有 无 确定 的 变化 趋势 的 那个 主体 对 象 的 变量 , 如 zw, f(z) 以 
及 积分 和 3 f(&x)Azk 等 .我 们 所 说 的 过 程 分 为 

0 60 个 一 O60; 二 一 》005 Z 一 2 十 ， Z 一 20 

以 及 A(T) 一 0 等 八 种 形式 . 

虽然 极限 有 多 种 形式 ,但 只 要 对 其 中 的 几 种 进行 深入 剖析 ,理解 其 实质 ， 就 不 
难 掌握 其 他 形式 ， 因 此 我 们 仅 以 三 种 形式 的 极限 为 例 ， 给 出 一 些 注释 . 为 叙述 方 
便 ， 把 这 三 种 极限 的 定义 写 在 下 面 . 

定义 6.1.1 设 {zn} 为 数列 ， 如 果 存 在 常数 a, 使 得 对 Ve > 0, 存在 N € Z+， 
当 n > NV 时 ， 有 

Izn—al<&, 

则 称 当 ?7 一 co 时 数列 {zwy} 以 a 为 极限 ， 记 为 Jim rn 二 a, 或 zn 一 a (nm 00). 

定义 6.1.2 设 f(z) 在 点 zo 的 某 去 心 邻 域 U (zo) 内 有 定义 如果 存在 常数 4， 
使 得 对 Ve > 0, 存 在 6> 0, 当 0<lz-xzol<6 时 ， 有 

|f(z)— A| <&, 

则 称 当 xz 一 zo 时 f(x) 以 4 为 极限 ， 记 为 lm f(z) = A, 或 f(z) — A (zx — zo0). 

定义 6.1.3 设 函 数 f(z) 在 [中 上 有 界 ， 了 代表 对 [a, 4] 的 分 法 : 

[0 
并 记 
Awp =m = wei (KF= 1 sn A(TY)= ax {Aze}. 


如 果 存 在 某 个 常数 工 使 得 对 Ve > 0, 存在 5 > 0, 对 任意 的 分 法 7T, 当 和 A(T) <56 
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时 ， 对 VE E [ep is 有 


2 f(é)Are ~1| < 
> 
b 
则 称 f(z) 在 [e 站 上 可 积 ， 了 称 为 f(z) 在 [a, 遇 上 的 定 积分 记 为 了 f(z)dr, 即 


bb n 
wh = 人 JAZZ 
上 f(z)dz ws DAC 


从 上 面 三 个 定义 可 以 看 出 ,不 论 哪 种 形式 的 极限 ,都 离 不 开 三 个 要 素 : 变革 
过 程 、 极 限 值 ， 作 为 极限 的 定义 ， 最 重要 的 就 是 准确 地 刻画 过 程 及 变革 与 极限 值 
接近 程度 的 无 限 性 ， 而 这 种 刻画 是 由 两 个 不 等 式 来 实现 的 ， 例 如 定义 6.1.1 中 的 
“n>N?” 和 “|zn 一 a| <e”, 定 义 6.1.2 中 的 “0 <|z-zo| <6” 和 “|f(zx)-A4|<e”，, 
定义 6.1.3 中 的 “X(T) < 5” 和 “| f(&h)Azs -| < 。”， 在 这 里 ， 每 个 定义 中 


的 前 一 个 不 等 式 刻画 的 是 过 程 的 不 同 阶 段 ( 它 是 由 不 同 的 NN 或 5 来 体现 的 ), 后 一 
个 不 等 式 刻画 了 变量 与 极限 值 接 近 程 度 的 无 限 性 (由 = 的 任意 性 来 体现 ). 
6.1.1 关于 过 程 的 刻画 和 变量 的 刻画 
刻画 过 程 的 不 等 式 是 根据 刻画 变量 的 不 等 式 来 确定 的 , 它 是 后 者 成 立 的 条 件 . 
对 刻画 变量 的 不 等 式 来 说 ， 重 要 的 是 = 的 任意 性 ， 而 不 是 具体 形式 ， 因 为 所 体 
现 的 是 变量 与 极限 值 可 以 任意 地 接近 . 所 以 在 具体 证 明 过 程 中 ， 它 可 以 是 <, 也 可 
以 是 2e 或 VE 等 ， 有 时 还 可 以 用 二 (m = 1,2,…) 来 代替 =. 总 之 ， 只 要 能 刻画 变 
量 与 极限 值 能 任意 接近 就 行 . 
对 于 刻画 过 程 的 不 等 式 来 说 , 在 给 定 了 s 之 后 , 重要 的 是 在 于 N 或 6 的 存在 ， 
而 不 在 于 它们 的 大 小 (或 者 说 这 样 的 N 或 5 能 有 和 多少 个 ). 事实 上 ， 对 于 一 个 给 定 
的 变量 来 说 (当然 是 = 给 定之 后 ), 要 么 这 样 的 N 或 5 一 定 存 在 (而 一 旦 存在 就 有 无 
数 个 ), 要 么 就 根本 不 存在 . 正 因 为 如 此 ， 有 时 在 证 明 过 程 中 为 了 便于 寻找 适合 要 求 
的 N 或 56, 我 们 常常 适当 放大 变量 与 极限 值 之 差 的 绝对 值 . 
思考 题 1 设 {zn} 为 数列 ，a 为 常数 . 下 面 说 法 是 耕 与 定义 6.1.1 等 价 ? 理由 
为 何 ? 
) 对 Ve>0 存 在 NeZt, 当 n>N 时， 有 |zxn 一 a| <e. 
) 对 Ve > 0, 存在 实数 X> 0, 当 史 > 和 时 ， 有 |zn 一 al < <. 
(3) 对 Ve>0(0<e<1), 存 在 NeZ1t, 当 n>N 时， 有 |zn 一 a|<e. 
) 
) 
) 


m | 一 


对 Ve >0, 存 在 NeZt, 当 n>NN 时 ， 有 |zxn 一 a| < 
对 Ve > 0, 存在 NeZt, 当 n>N 时 ， 有 |zxn 一 a| ea. 
对 ve>0, 存 在 NeZt, 对 VYpeZt, 有 |zn+p 一 a| <e. 
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(7) MM 为 正常 数 ， 对 Vs > 0, 存在 NeZit, 当 n>N 时， 有 |zxn 一 a| < Me. 
思考 题 2 下 列 各 条 件 刻 画 了 数列 {z%} 的 什么 性 质 (其 中 a 为 常数 )? 
) 对 Ve > 0, 存 在 NeZt, 当 n>N 时， 有 |zxn 一 al << 
) 对 Yae>0 及 VneZt, 有 |zn 一 a|<e. 
) 对 ve > 0, 除 有 限 项 外 , 均 有 |zn 一 a| < <. 
(4) 存在 NeZt, 对 Ve>0, 当 n>N 时 ， 有 |zn 一 a|<e. 
) 对 Ve (0<e<: 5 存在 NeEZt, 当 n>N 时 ， 有 |zn 一 a| < sine. 
) 对 Ve >0, 存 在 NeZt, 且 NN < No (No 为 某 固定 的 正 整数 ), 当 n > NN 
时 ， 有 |zn 一 a| < s. 
思考 题 3 设 f(z) 在 点 zo 的 某 去 心 邻 域内 有 定义 ， 下 列 说 法 是 否 与 定义 6.1.2 
等 价 ? 
(1) 对 VEe>0, 存 在 5>0, 当 0<lz-zol<6 时 ， 有 |jz) -4 < s0. 
(2) 对 VEe>0, 存 在 6>0, 当 0<Iz=-zol<<s 时 有 |jz)-- 4 < 4. 
(9) 对 Yesr 存在 #0 当 0 有 < < 权时, 有 |](e)= A 
(4) 对 Vme Z+, 存在 ne Z+, 当 0<|z-zol < = 时 ， 有 |f(z) -4| < 二 
思考 题 4 设 ftz) 在 [oa 外 上 有 界 ， 了 为 常数 ， 了 为 表示 区 间 [a,0] 的 一 种 分 
法 ， a 二 zo < zi <z2<.…<zn=b. 下列 说 法 是 否 与 定义 6.1.3 等 价 ? 为 什么 ? 
(1) 对 Ve > 0, 存在 6>0, 对 [a,0] 的 任意 分 法 T, 当 和 (T) <5 时 ， 有 


| f(A -1|<s. 
(2) 对 Ve > 0, 存 在 NeZt, 当 n>NN 时， 有 


[f(A -1| < 
k=1 


其 中 Am = 一 一 , Ek € [zp-1, Tk] (k= 1,2,... ,n). 


6.1.2 关于 变量 不 存在 极限 的 描述 

为 了 更 深入 地 掌握 极限 概念 , 需要 从 反面 来 理解 极限 定义 . 准确 地 对 变量 没有 
极限 或 不 以 某 常 数 为 极限 的 情形 进行 刻画 ， 也 是 证 明 某 些 极限 存在 性 问题 (特别 是 
利用 ny 时 所 必需 的 . 

数列 {zx} 不 以 常数 a 为 极限 ， 存 在 so > 0, 对 VN e Z+, 存在 nw € Z+, 使 
得 n> NN, 有 是 


[zn — al > &0. 
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这 种 描述 可 导出 下 面 的 命题 . 
命题 6.1.1 数列 {zn} 不 以 a 为 极限 的 充分 必要 条 件 是 ， 存在 so > 0 及 满足 
条 件 m < nz <-…<nn<… 的 正 整 数列 {ny}, 使 得 nk 一 +oo (一 co), 且 


|z — a| > seo. 


由 此 又 可 得 出 下 面 判别 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 . 

命题 6.1.2 数列 {zn} 收敛 于 a 的 充分 必要 条 件 是 ， {zn} 的 任意 子 列 {zw } 
均 以 a 为 极限 . 

2， 当 z 二 zo 时 f(z) 不 以 常数 4 为 极限 ， 存在 so > 0, 对 Y6 > 0, 存在 满足 
条 件 0< |z' 一 z| <5 的 实数 z', 使 得 |f(z') -4| > ao. 

如 果 在 上 面 说 法 中 ， 令 5 = 上 (n € Z+), 并 记 相应 的 zw = mw (ne Z+), 则 


也 


0< lm 一 zol < 二， 且 |f(zn) - 4 > eo. 如 用 命题 形式 可 叙述 如 下 . 
命题 6.1.3 当 z -， zo 时 f(z) 不 以 4 为 极限 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 so > 0 
和 数列 {nbs 满足 Tn To (n 一 人 oo)， 且 


|f (zn) — A| > so. 


由 此 立即 得 出 熟知 的 Heine? 定理 . 
命题 6.1.4 当 z -yzo 时 f(z) 以 4 为 极限 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 一 个 数 
列 (es 如 果 Tn To (n € Zt+), 且 dim Tn = Ho 必 有 


lim f(&n) = 


关于 定义 6.1.3 的 否定 ( 即 f(z) 在 [a,8] 上 不 可 积 ) 可 叙述 为 : 对 任意 的 常数 了 
存在 so > 0, 对 V6 > 0, 存在 一 种 分 法 Ti:ae=z<o<z< <z = 及 一 组 
点 总 二 人 生效 ] 优 三 下 2 使 得 和 7 雪 而 县 


> f (El)Azh — I| > eo. 
b= 


由 于 积分 的 情况 比较 复杂 ,， 它 不 易 像 数列 和 函数 那样 由 此 导出 简单 的 命题 . 因 
此 ， 这 里 就 不 再 讨论 了 . 

例 6.1.1 用 极限 定义 证 明 : 对 Vae [-11], 数列 {sinn} 不 以 a 为 极限 . 

分 析 根据 命题 6.1.1, 应 证 明 存 在 一 个 正 整 数列 {ns}, 使 得 {sinnx} 不 以 a 为 
极限 . 为 此 ， 首 先 要 确定 一 个 so > 0, 希望 满足 不 等 式 |sinn -al > so 的 n 有 无 限 
多 个 . 一 般 来 说 ， so 应 选 得 较 小 些 ， 这 便于 放大 不 等 式 . 

Q@ Heine, 海 涅 ， 1821 一 1881, 德国 . 
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我 们 来 看 一 下 sinz 在 一 个 周期 上 的 图 像 (图 6.1.1)， 为 了 分 析 方 便 ， 不 妨 设 
本 0 这样 xo = arcsina € [o, 3|: 要 使 |sinn 一 a| > so, 只 要 nn 落 在 区 间 [zi,zo] 
和 [zs;zd] 之 外 .因此 我 们 可 考虑 在 区 间 [(2k 十 1)7,2(k 十 1)7] 上 选取 nx. 


Q 十 E0 (a > 0 情形 ) 


@Q 一 E0 


2(k+ 1)n 


图 6.1.1 
注意 到 a 可 能 为 0, 我 们 应 在 更 小 一 点 的 范围 [zs, ze] 上 选 wk (图 6.1.2). 这 就 
要 求 so 选 得 适当 小 ， 以 使 区 问 (xs, we 的 长 度 大 于 1， 保证 有 装 数 落 在 区 间 [x5, ze] 
上 .事实 上 ， 只 要 我 们 选取 so = A [zs,z6] = |2k7 十 TT, 2kn + 7 就 可 以 了 . 


(a = 0 情形 ) 


DkA Ts5 帮 6 2(k 十 1)7 


E0 


网 6.1.2 
1 3 5 7 
证 明 取 eo = -万 ,对 Vke zt, 由 [2kr+ ,2kr+ 7| 和 |2kr+ 272kr+ | 
的 长 度 均 为 可知， 存在 以, mt & Z+, 使 得 


3 5 7 
2kA 十 < Nn < 2kn+ 了 IT 2KTr 十 IT < ny < 2K17 十 4 


必 


则 nx > ,于 是 nk 二 十 oo (一 co), 且 
|sinny 一 al =|sinmk| + |al 2 0, 


即 {sinn} 不 收敛 于 a. 
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6.1.3 ”变量 趋 于 无 穷 大 的 情形 


变量 趋 于 oo( 或 上 so) 时 ， 虽 不 认为 它 有 极限 ,但 由 于 它 有 明确 的 变化 趋势 , 因 
此 在 某 些 场合 是 有 用 的 ， 此 时 记 为 im X = co. 当 变量 X 的 过 程 具体 给 定之 后 ， 
这 种 记 法 就 有 了 确切 的 含义 ， 例 如 ， lim_ zw = oo 叙述 为 ， 

对 VM >0, 存 在 NeZ1t, 当 n>NN 时 ， 有 


al SA 
类 似 地 ， Jim f(x)= 十 cc 叙述 为 : 
对 VM >0, 存 在 6>0, 当 0<|z 一 zol <6 时 ， 有 
f(r)>M. 


如 果 变 量 不 趋 于 oo( 或 +co), 则 同样 可 以 准确 叙述 ， 例 如 ， lan zw 天 +oc 手 
述 为 : 
存在 Mo > 0, 对 VN eZ1t, 存在 n'€ Zt, 使 得 n'>N, 且 


Xn' < Mo. 


im f(7) 关 一 %% 叙述 为 : 
存在 Mo > 0, 对 v6 > 0, 存在 z', 使 得 0<|z' -zol <6, 且 


f(x') > —Mo. 


例 6.1.2 设 f(x) 在 [a,b) 上 连续 且 无 界 , 求证 : 存在 zw € (a,8) (n= 1,2,.…)， 
使 得 lim zn = b, 且 lim f(zn) =00: 
证 明 对 Vne Zt, 由 f(z) 在 [ao 上 无 界 可 知 ， 存 在 zw es [a,0b), 使 得 


He)l >n, 


于 是 取 n = 1 2…… 我 们 可 得 到 一 点 列 {zn} C [a,b). 根据 聚 点 原理 可 知 ， 存 在 
{zn} 的 收敛 子 列 {zw}, 使 得 
|f (wz )| > Nk. 
设 dm Zn = wo, 则 由 f(z) 在 [a,b) 上 连续 可 知 ， zo 4 [a;0), 从 而 zo = 5b. 
又 因为 nx 一 十 00 (一 oo), 所 以 


limi f(r ) 3: 
ko00 | 
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习题 6.1 
6.1.1 用 <- N 语言 证 明 lim 二 = 0. 
人 一 CO 7 


6.1.2 用 = 一 5 语言 证 明 : 如 果 f(z) e RI0,1], 且 f(07) 存在 ， 则 


lim sf f(t = f(0+). 


r=0+ 工 
6.1.3 用 se 一 56 或。 一 六 语言 描述 下 列 各 式 : 
(1) lim f(r) 天 .4; (2) lim ， f(2) A# 00: 
(3) ,lim f(z)# 1; (4) lim f(z)#%. 


6.1.4 设 f(z) 为 (一 co,+co) 上 的 周期 函数 ， 且 ,im f(z) 二 4, 求 证 f(z) 三 1. 
6.1.5 用 ee 一 六 语言 证 明 : lim sin Vn #0. 
6.1.6 设 f(x)E Cla,+eo), 且 f(x) 在 [a,+co) 上 无 界 ， 求证， 存在 点 列 {zw}, 满足 


lim zn =+o0, lim f(xn) 三 十 cc. 
人 1 一 DC 全 一 OO 


6.1.7 设 fo fo } 均 为 单调 减少 的 非 负 数列 ， 且 lim av = lim bn = lim 三 0. 令 
n—o0 刀 一 cc 一 cc On 


n 


Ni(m) = min {N 


1 
N eZt, n>N 时 ,an <=)}, 
7 


N2(m) = min {N 


NeZt, 当 n>N 时 , bn < 二 } (二 
求证 : 如 果 {和 Ni(m)} 与 {N2(m)} 均 为 严格 单调 的 ， 则 


lim [Nz(m) — Ni(m)] = 十 oo. 


人 一 OO 
6.1.8 如 果 lim z= 二 oo (k= 二 1,2,.…), 求 证 
区 一 OO 


: 1}y (2) (NI 
lim (zs zt “Tn ) 二 O00. 


另外 求证 ， 如 果 式 中 因子 个 数 是 无 穷 多 时 ， 结 论 是 否 正 确 ? 


6.2 ”关于 极限 的 存在 性 


极限 的 存在 性 是 极限 理论 中 的 基本 问题 . 数学 分 析 中 的 许多 问题 都 与 之 相关 . 
例如 ， 函 数 的 连续 性 、 可 微 性 、 可 积 性 、 级 数 与 广义 积分 的 收敛 性 等 都 归结 为 极限 
的 存在 问题 本 节 我 们 将 通过 典型 例题 来 介绍 一 些 解决 此 类 问题 的 常用 方法 和 技 
巧 . 由 于 涉及 极限 存在 性 的 问题 种 类 繁多 , 无 法 面面俱到 . 所 以 对 于 同类 书 中 常见 
的 一 些 问题 我 们 大 多 没有 先入， 而 选择 了 一 些 在 方法 和 技巧 上 带 有 普遍 性 和 启发 
性 的 例题 . 希望 读者 能 从 中 得 到 启发 . 
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为 了 叙述 中 便于 引证 ， 我 们 将 与 极限 存在 性 有 关 的 定理 或 命题 列 在 下 面 

定理 6.2.1 (两 边 夹 原理 ) 

设 变量 X, YZ 满足 YY<X<g2, 且 limyY =1lim2Z=a, 则 1limX = a, 其 中 
X,Y,2 可 以 代表 数列 ， 也 可 以 代表 同一 过 程 中 的 函数 

(注意 : 当 limY 关 lim2 时 ， lim X 不 一 定 存 在 . ) 

定理 6.2.2 数列 {zn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 。 {zn} 的 任何 子 列 {x} 均 收 
你， 与 此 等 价 的 是 : 若 {zn} 有 两 个 子 列 {zw} 和 {zw}, lim zn, 天 limnznw 或 有 
一 个 不 收敛 ， 则 {zw} 发散. 

定理 6.2.3 (Heine 定理 ) 

设 f(z) 在 点 zo 的 某 去 心 邻 域 U (zo) 内 有 定义 ， 则 im f(z) 存在 的 充分 必 
要 条 件 是 : 对 U (zo) 中 任意 以 zo 为 极限 的 数列 {zn}, 极限 ,lim f(zn) 都 存在 当 
zo = co 时 此 结论 也 成 立 

定理 6.2.4 (单调 有 界 原理 ) 

任何 单调 有 界 变量 必 有 极限 ， 这 一 原理 的 具体 表现 有 ， 

(1) 如 果 {zw} 为 单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 上 方 (或 下 方 ) 有 界 ， 则 {zn} 必 有 
极限 

(2) 如 果 f(z) 在 zo 的 右 ( 左 ) 侧 单 调 有 界 ， 则 lim, f(z) ( lim f(z)) 存在 

定理 6.2.5 ( 聚 点 原理 ) 

任何 有 界 无 穷 点 集 必 有 聚 点 ， 

定理 6.2.6 任何 有 界 数列 必 有 收敛 子 列 . 

定理 6.2.7 极限 lim zn 存在 的 充分 必要 条 件 是 


ling zn = lim ty 
n—o0o -00 


此 结论 对 ,lim zn = 士 cc 的 情形 也 成 立 . 

定理 6.2.8 (Cauchy 收敛 原理 ) 

(1) (数列 情形 ) 数列 {zn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 Vs > 0, 存在 N es 2Z1， 
当 n > N 时 ， 对 一 切 pe 2Z+, 有 

[a — Bop| < &: 

(2) (函数 情形 ) dm f(x) 存在 的 充分 必要 条 件 是 : 对 Ve > 0, 存在 6 > 0, 当 

0<lz 一 zol<60<|lz -zol<5 时 ， 有 
| 大 区 一 天 有 记过 去。 
对 其 他 过 程 的 函数 极限 的 Cauchy 收敛 原理 也 有 相应 的 表达 形式 . 
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例 6.2.1 设 f(z) 为 (一 co,+co) 上 以 。 为 最 小 正 周期 的 连续 函数 ， 求 证 : 
(1) 7(0) 为 数列 {f(n)} 的 某 一 子 列 {f(nx)} 的 极限 点 ; 


(2) 对 Vno se2+, (no) 为 数列 {f(n)} 的 某 一 子 列 {f(n)} 的 极限 点 . 
分 析 (1) 只 需 证 明 : 对 Vs > 0, 存在 ne Z+, 满足 


|f(n) — f(0)| < a. 
由 f(z) 的 连续 性 ， 存 在 6> 0, 当 lz-0l<5 时 ， 有 
| jz) — f(0)| < <. 


要 在 (6,6) 上 找 n 是 不 现实 的 , 但 可 以 考虑 在 形 如 (me 一 6,me 寺 6) (m= 1,2,.…) 
的 区 间 上 去 找 . 因为 


1 二 ER 
ea 和 (0 < Oi < 1), 
所 以 Ne 二 全 则 十 二 内 要 亡 于 i < 6, 那么 [kle] 便 满 足 了 要 求 . 


至 于 我 们 可 以 借助 辅助 画 数 来 证 明 ， 
证 明 (1) 由 f(z) 在 (-oo0,+o0) 上 连续 可 知 ， 对 Vk E Z+, 存在 只 > 0, 当 
| 多 人 0| < 0 时 ， 有 
f(z) ~ (0)| < 元 


取 m=m(k)eZi, 且 m> 元， 并 记 nx = [mlel, 则 由 
天 


1 1 0, 
e 二 1 十 1 十 调 十 … 十 - 


7 i Ws 


Or 
可 知 ， mle = [mle] 十 二 = 十 二 于 是 由 := < 6k 可 得 


1) - a pa 和) -0)| < 天 


Ho -Al= |f (mte 
即 dm jh) = f(0). 
(2) 对 Vno eZ+, 作 辅助 函数 
g(x) = f(z+no) (-0%0 <Z< 十 oo)， 


则 g(x) 也 是 以 。 为 周期 的 连续 函数 ， 于 是 由 (1) 可 知 ， 9(0) 为 {9(n)} 某 一 子 列 
{9(nx)} 的 极限 点 . 注意 到 g(0) = f(r0), 且 {9(n)} C TAO 故 Jo) 为 {f(n)} 茶 
一 子 列 {f(nx)} 的 极限 点 . 
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证 明 数 列 的 极限 存在 ， 通 常 有 以 下 几 种 思路 : 
(1) 直接 用 极限 定义 (常常 已 知 极限 值 ); 

(2) 利用 两 边 夹 原理 ; 

(3) 利用 单调 有 界 原理 ; 

(4) 利用 Cauchy 收敛 原理 ; 

(5) 利用 上 、 下 极限 相等 ; 

) 任何 收敛 子 列 极 限 值 均 相等 (有 界 数 列 ), 或 收敛 数列 的 任何 子 列 都 收敛 . 
Rs 对 一 个 具体 问题 来 说 ， 究 竞 采 用 哪 种 思路 ， 可 根 
据 问 题 的 特点 及 所 给 条 件 加 以 选择 . 

例 6.2.2 设 f(x) 在 区 间 [a,8] 上 严格 单调 ， zn es [a,09] (n € 2+), 求证: 如果 
lim f(zn) ) 存在 ， 则 lim zn 也 存在 . 
证 明 反 证 法 . 如 果 、 {zn} 不 收敛 ， 则 存在 子 列 {zx} 和 {x }, 使 得 


lim, wh = Cn = lm i 
一 OO 大 一 ce 


选取 ci, cz e [a,0], 满足 xz < cl<c <z; 则 由 极限 的 保 号 性 可 知 ， 存 在 K € Z+， 
当天 > 天 时， 有 


A 
设 f(z) 单调 增加 (减少 时 同 理 ), 则 当 > K 时 ， 有 
f(z 5 < jcl) < jc2) < ja 二 


于 是 
lim f(z%,) < jc) < Je) < lim (xb 


这 与 ,lim_ f(z，) 存在 矛盾 ， 此 矛盾 说 明 {zn} 的 任何 收敛 子 列 极限 值 相等 ， 于 是 由 


定理 6.2.2 及 定理 6.2.6 可 知 ， {zw} 收敛 . 
例 6.2.3 设 {an} 为 有 界 数 列 ， 满足 lim (a2n — pan) = (p 之 1); 求证 


Hn gs = 0: 
n— O00 


证 明 方法 一 : 证 明 {aw} 的 每 个 收敛 子 列 的 极限 值 为 0. 
设 {an}】 为 {an} 的 任 一 收敛 子 列 ， 其 极限 值 为 a, 则 由 


lim (am 一 pa) = 0 
天 一 DO 


lim azn, = lim [(ao 一 Pa ) 十 Da] = pa. 
大 一 oc 大 一 2 


6.2 关于 极限 的 存在 性 


201 . 
同 理 有 
jim Qian = pra, lim (gn = pa, ,lim aonn 三 Da， 
ko0 大 一 oo ko0 
综 上 可 知 ， 对 Vm € Z+,Dma 为 {an} 的 极限 点 ， 并 由 {an} 有 界 可 知 ， {pa} 
有 界 ， 于 是 由 lim p™ = +eco 可 知 ，a=0. 由 {am} 的 任意 性 可 知 ， 


lira Gy» 0; 
=OG 


方法 二 : 利用 钱 加 的 方法 . 
对 Ve>0, 由 lim (a2n 一 pan) 二 0 可知， 存在 NeEZt, 当 n>NN 时 ， 有 
—éE < a2n 一 Dan < é, 


故 对 Vm ee Z+, 有 
—E < Qn ™— Pan < EE, 
一 < dan 一 Pa2n < E, 


一 < Q2m7m 一 Dao2m-lm < E， 
从 而 有 
= m—l my m—1 
ep <p Q2n—p Qn<p E， 
= 二 1 牙 Da En p™ -1a2n, 去 Ds 
2 
-EP < DaQ2m-in — DP QA2m-2n < DE， 
—E < Q2mmn 一 DaQ2m-1m < E. 
登 加 上 述 不 等 式 ， 整 理 得 


E p™ = 站 (2mn, 


e p"—1 
—an < # = 
D 一 1 p™ p™ @ p—1 p™ (m ) 
因 p > 上 而 {an} 有 界 ， 所 以 对 上 式 令 7 一 00， 得 
Ee 户 
和 < 委 7 
pe We ) 


综 上 可 知 ， 对 Ve > 0, 存在 NeZt, 当 n>NN 时 ， 有 


E 
lan| < eal 
即 lim an = 0. 

九 一 CO 
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方法 三 : 利用 Cauchy 收敛 原理 . 
由 {an} 有 界 可 知 ， 存 在 M > 0, 使 得 


sup{lan|} < M 


n>1 


一 方面 , 对 Ve>0, 由 p>1 及 lim (a2n 一 pan) 二 0 可知 ,存在 We Z+, 使 
得 当 大 > V 时 ， 同 时 满足 


M & E 
pe < 2， |azn — pan| < 2， 
于 是 对 一 切 m, n > N, 有 
1 
| we Co | = 5lPam pan| 


1 1 下 
< 一 |a2m > Dam| 让 —|a2n 一 pan| 上 一 | 2m 一 Q27m 
也 也 也 


E 1 工 
< —|a2m a2n|. 
p 也 


反复 运用 上 述 不 等 式 可 知 ， 对 一 切 m, n > N, 有 


E E E 1 
lam — an| < ST 人 te 
2 
~p 2 pe pk 
总 ， 浴 E 
入 下 一 下 ee 
D Pp 了 p= 1 


故 {an} 为 Cauchy 列 ， 从 而 {an} 收敛 ， 设 im an = a, 则 


lim (an — pan) = a— pa = 0, 
人 一 CO 


于 是 由 2 > 1 可 得 "=0. 
方法 四 : 利用 两 边 夹 原理 . 


n 二 bs 
设 bn = 一 (Q2m — pan) (n € Zt+), 则 Qn 二 2 i , 并 对 Vne Zt 有 
ao2mn + bn 1 | 
lan| = | 一 一 | < =lbn| + ~|a2nl, 
也 也 p 
于 是 每 一 个 固定 的 ne Z+ 及 Vm e Zt+, 反复 运用 上 面 的 不 等 式 可 得 
b: n b. sa DY 
lan| < sb | 二 + 一 一 je 2n| 下 ss 中 Le ey 
p> 也 也 


1 
< 叶 去 "Sp sup{laxl}. 
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在 上 式 中 ,， 令 m 一 +co, 并 由 {an} 有 界 可 得 


| 
lan| < 1 sup{|bx|}, 
TEk>n 
nn 00 
< | = 
ool 5 lb = 


从 而 lim a = 0. 
no00 
方法 五 : 证 明 lim a = lim an. 
no0 


也 一 OO 


根据 上 、 下 极限 的 性 质 可 得 


二 


0= lim (a2n 一 pan) < lim a2n 十 lim (一 pan) 
也 一 CO 了 一 OO 7 一 oo 


= lim au 一 plimn an < (1—p) lim an， 
人 九 一 OO 一 OO 


九 一 CO n 


0= lim (az ~ pan) > lim an + lim (一 pan) 
有 一 OO 也 一 co =#00 


= lm av —p lim an 2 (1-—p) lim an， 
N=$06 九 一 OO 也 一 OO 


所 以 由 了 > 1 可 知 ， 


lim an <0< lim an， 


也 一 OO 九 一 Oo 
从 而 lim an = lim as =0, 即 lim on = 0. 
es] 多 一 CO 


也 一 OO 

方法 六 : 证 明 im lan| = 0. 

对 Ve > 0 由 im (en - pan) = 0 可知， 存在 Ne Zt 当 n> 入 时 ， 有 
nn Oo 


|azn pan| << E， 
于 是 当 n > N 时 ， 有 
plan| < e+ lim lazn| < e+ lim |an|. 
-00 人 一 CO 
对 上 式 取 上 极限 得 
D lim lan| < e+ lim lasn| < e+ lim lanl, 
也 一 OO 12 一 OO 九 一 CC 


从 而 


0 入 一 ]) lm lan| ss. 


由 = 通 迫 原理 知 ， lim lan| = 0, 即 lim 0 三 化 
nn DO 也 CC 
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从 例 6.2.3 的 证 明 可 以 看 到 ， 当 我 们 证 明 某 个 问题 时 可 能 有 多 种 途径 ， 着 眼 点 
不 同 ， 证 明 的 思路 和 处 理 方 法 也 就 不 同 ， 所 以 不 妨 多 种 方法 都 试 一 试 . 

在 前 面 的 例子 中 多 次 用 到 了 有 界 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 是 任何 收敛 子 列 的 
极限 值 都 相等 这 一 命题 . 注意 该 命题 与 定理 6.2.2 的 差别 . 在 使 用 该 命题 时 ， 一 定 
要 先 保证 数列 是 有 界 的 ， 否 则 将 导出 错误 的 结果 . 

利用 单调 有 界 原 理 证 明 极限 的 存在 性 是 很 常用 的 方法 , 对 于 给 定 的 问题 来 说 ， 
是 否 应 使 用 单调 有 界 原 理 还 是 比较 容易 做 出 判断 的 ， 比 如 : 由 递 推 关 系 定义 的 一 些 
保 号 数列 ， 通 常 都 能 利用 这 个 原理 . 

例 6.2.4 设 z = V1+ V2+… 十 Vn (ne2+), 求 证 {zn} 收敛 . 

证 明 显然 {zn} 是 单调 增加 的 ， 并且 对 Vne Zt, 由 22”>n 可 得 


训 w /出 入 2 十 .…: 十 V7 
< i i 1 
一 .一 一 一 一 一 一 
n 重 根 号 


故 由 1 二 1. b= V1 十 bn_i (n= 二 2,3,…) 可 推 知 ，b, < 2, 从 而 对 Vn eZt, 有 
0 wn < 4 


综 上 可 知 ， {zn} 是 单调 有 界 数 列 ， 从 而 {zw} 收敛 . 
例 6.2.5 设 0< wo <z zai = -2 (ne z+), 求 证 Jim xn 存在 . 
分 析 这 是 一 个 由 算术 平均 值 定 义 出 来 的 数列 在 实 轴 上 画 出 几 个 点 来 ， 这 个 
数列 的 规律 就 看 得 非常 清楚 了 (图 6.2.1). 首先 ， {zw} 并 不 单调 ， 那 么 是 否 放弃 运 
用 单调 有 界 原理 呢 ? 再 仔细 地 观察 一 下 ， 就 会 发 现 偶数 项 {zan} 单调 增加 ， 而 奇数 
项 {z2n41} 单调 减少 ， 而 有 界 性 是 显而易见 的 ， 于 是 问题 就 能 解决 了 . 


0 2 TA T3 Tl1 亿 
图 6.2.1 
证 明 显然 有 xo < zi, za < za. 假设 rotn=1) < Ton=1 (R22) 成 立 ， 则 


, . _ C2n-l 十 Zon _ VT2n-l1 一 TL2n 
Z27m 十 1 一 TX2n 一 Se 一 之 2m 二 0 
1 ( Tan—1 + Z2n 一 2 1 
= lVon-1 ) 二 了 (zan-l ss zan-2) > 0 
De 2 4 


故 由 归纳 法 可 推 知 ， 对 Vne DB 有 Ton < Z27n 十 1， 于 是 由 


Ton+1 十 Ton 
2 > ZT2n 
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可 知 ， {Z2n} 单调 增加 ; 由 


Tan + Ton—1 Tont+l 十 LT2n—l 
EF < 
2 之 


可 知 ， T2nt+l < Z27m 一 1， 即 {zZ2n+l} 单调 减少 . 又 由 


T2n+1 一 


Wo < Ton < Tontl < Ti (MSEl,2,) 
可 知 ， {rn} 为 有 界 数 列 ， 所 以 《on 与 {mynti} 均 收敛 ， 并 由 
] 。 和 Te Ti 
ont = 3( gman + i ran) 


可 知 ， lim zo = lim zol, 于 是 lim zn 存在 . 
也 一 OOC n— oo0 7 一 CO 
注 此 题 也 可 用 区 间 套 定理 证 得 . 
例 6.2.6 设 4>0 zi > 0，zn+i = (zs 丰 二 ) (n € Z1+), 求证 lim wn 存 
在 ， 并 求 其 值 . i 
分 析 如 果 先 假定 {fzn} 收敛 ， 则 由 zn+1 = 5 (zn + 一 ) 可 得 
li wi = VA 


(这 一 点 很 重要 ， 它 可 以 提示 我 们 寻找 {zn} 的 上 界 或 下 界 ). 又 由 


A—z2 
Tn (n 二 I) 


1 
Tn+l — Tn = 7 本 
可 知 ， 数 列 {zn} 是 否 单调 完全 取决 于 zn > V4 还 是 zw 和 V4. 为 此 我 们 可 先 观 
察 一 下 前 几 项 
14 一 2 


14 > 
Vy 一 六 1 二 :二 X33 一 22 二 = 
2 2 -05 


如 果 zi > vd4, 则 rz 和 zi. 但 要 想 za < za, 还 需 za > VA, 上 有 


“a 


a 


这 是 能 办 到 的 ， 因 为 #1 > VA 而 函数 y= 3 (z+ 5) 在 区 间 [VA,+o0) 上 是 单调 
增加 的 . 
证 明 不 妨 设 zi > V4 ( 当 x1 < V4 时 证 明 完全 类 似 ). 设 
1 


(= > -) (VA gx < +oo)， 
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;0 和 气 ) 可 知 ， f(z) 在 [VA,+oo) 内 是 单调 增加 的 ， 于 是 
后 三 3 (2 + 去 ) = f(z1) > f(VA) = 3(VA+ 和) i 


则 由 f(z) = 


假设 zn > v4, 则 由 f(x) 单调 增加 可 得 
1 A 1 A 
(V+) 


于 是 由 归纳 法 可 知 ， 
Tn 之 V4 (n 一 L237) 


另 一 方面 ， 由 
1 4 一 2: 

Tn+li Tn 二 5° 0 (n=1;2%) 
2 人 


可 知 ， {zn} 是 单调 减少 的 ， 故 由 单调 有 界 原理 可 知 ， lim zn 存在 且 不 等 于 零 ， 


1 
于 是 由 Tn+l = 了 3 (zn = 二) 可 得 
lim wn = VA. 
你 一 CO 


注 如 利用 不 等 式 Vab < 3(a + (a, b> 0) 可 直接 证 得 
Tn+l = 3 (zn 二 三) 之 VA. 
例 6.2.7 设 zn = | 一 Inn (n == 1,2,…), 求证 {zw} 收敛 . 
k=1k* 十 1 
证 明 对 Vme 2Z+, 由 不 等 式 


1 1 
i <In(1+=) =lIn(m+1)—lnn< 3 
可 得 
n k 1 n k hs a nk 
Wn up ld 二 1) 一 ln kk] 
= k 1 从 一 】 k I 
> 二 = 2 
鸭 家 二 mt+ | 四 = 3 
n=l 1 NN—1 1 n 让 
a | 
a 
并 由 


n+1 1 上 
一 .六 一 一 一 一 一 一 ln’ ————l (1 ~) <0 
Wl 一 VN 三 i 一 In(2 十 1) 十 im < 下 n 和 


可 知 ， {wi} 为 单调 减少 且 有 下 界 ， 于 是 im Tn 存在 . 
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例 6.2.8 设 f(z) 在 (-1,1) 上 有 定义 ， 且 f(x) > 0, 求证 : 
(D 如 果 f(z) 在 点 z=0 连续, 则 lim (7) _ 


切 一 (0.0) f(Y) 

(2) 如果， oo 要 lim f(z) 存在 且 不 为 堆 

分 析 结论 (1) 是 不 难看 出 的 .因为 当 (zy) (0.0) 时 ， 7(e) 与 fy) 都 与 同 
fo) 


现在 来 分 析 一 下 结论 (2). 条 件 。 lim I 由 二 重 极 


(z,y)—(0,0) f (¥) 


限 的 定义 可 知 ， 对 Vs > 0, 存在 5>0, 当 0< Vx?+ 人 <6 时 ， 有 


f(z) 
f(y) 


| 


f(z) — FW)| < elf (Wl. 


因此 ， 只 要 f(z) 有 界 ， 问 题 就 可 根据 Cauchy 收敛 原理 获得 解决 . 

证 明 (1) 对 Ve€ (0,1), 由 f(z) 在 点 x = 0 连续 及 f(0) > 0 可知， 存在 6 > 0， 
当 |z| <6 时， 有 
[py = FO < Ha > 2 
由 此 可 知 , 对 yz ye (1D, 当 0< VEET 殉 <6, 有 < 专人 己 芭 志 双 前 


f(z) 1 _ LO) 一 9 
f(y) f(y) 


ef(0) 
4 » 


< zl) ~ f(O| + f(y) Ff(ON <e 


lim fC) 三 
(zy) (0,0) f(y) 
二 1 及 f(z) > 0, f(y) > 0 可 知 ， 


根据 二 重 极限 的 定义 可 知 ， 
(2) 由 Ue 


lim 
(zy) (0,0) f(y) 


: fy) _ 
lim 二 1，, 
(zy)=(0,0) f (7) 


故 二 元 函数 了 在 点 (0,0) 的 某 一 短 形 邻 域内 有 界 ， 即 存在 M > 0 及 5 > 0, 使 


得 当 lz| < 6, |y| < 6 时 ， 有 
JUO) 
J(z) 


于 是 存在 zi € (61,61), 使 得 对 VVe (-00) 有 


| <M, 


OF MMI). 
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另 一 方面 , 对 Vs > 0, 由 条 件 及 二 重 极限 的 定义 可 知 ,存在 5 > 0, 使 得 6 < 55， 
且 当 0< Vr3+ 妨 < V6 时， 有 


(x) _ 1 E 
f(y) Mf(z1) 


故 当 0<|lz<50<jy<65 时 ， 有 0< 和 Vat+ 人 好 < V26. 从 而 
(0) = F001 = 70)| Hj < 


由 此 可 知 ， 当 地 0 时 7(z) 满足 Cauchy 收敛 原理 ， 于 是 lim f(z) 存在 ， 并 根据 


-1|< f(y) 


累 次 极限 与 二 重 极 限 的 关系 可 知 ， lim liny 下 站 存在 , 且 
一 0z 一 0 f(y) 
ee .f(z) 
Po de oan 


由 此 可 推 得 lim f(x) 0. 

例 6.2.9 设 zo, z1 为 任意 两 个 实数 ， 定 义 数列 

Zn+l = XnZn 十 ( 工 一 Xn)zn-l (n= 1,2,.…), 

其 中 {A} 为 某 已 知 数列 ， 满 足 0 < Xv < |, 且 ,lin 和 = 1 求证 {zw} 收敛 ， 

证 明 对 Vme2+, 由 

[znri| & Analzo| 十 (一 Anjlzo-il < max{|znl, [2n-1|} 
可 推 知 ， 
[znti| < max{|znl, rn-il} < max{|zn-il, [rn-2|} < max{|z1l, |zol}. 
由 lim Xs =1 可 知 ， 存 在 Ni e Z+, 使 得 当 > Ni 时 ， 有 Xn > 上 ,上 且 
[znt1 — Tn| = [AMnzn 十 (1 一 和 An)zn li 一 Zn| 
= (1 — Xn)len — zm] < Slen — wnth 
于 是 当 n > Ni 时， 对 Vpe Zt+, 有 
ras — Til |vipp — Titp | [Ppp — THs-dl + | Bn 


1 1 
< (1 十 了 hd lent | 


1 
去 | 二 wn < | 避 3 eH| < 5|zn-1 Zn_2| 


1 本 max{|z1|, |zo|} 
< 9n—(Ni+1) w+ Tm | 一 
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综 上 可 知 ， 对 Ve > 0 及 上 述 的 Ni, 由 lim De Eu = 0 可 知 ， 存 在 
Ne2+, 使 得 N> Ni, 且 当 n > 时， 有 


maxt{|z1|, leo) < 
27 一 Ni— 


于 是 当 n > N 时 ， 对 vpe Zt+, 有 


max{|z1|, Ll 


[pp 六 | 长 Dn—Ni— 


根据 Cauchy 收敛 原理 可 知 ， lim zw 存在 . 
例 6.2.10 设 f(x) 在 le 上 一 致 连续 , 旦 对 Vx > 0, 有 slim f(r+n) =0, 
求证 ,im f(7) 存在 . 
分 析 根据 Cauchy 收敛 原理 ， 只 需 证 明 : 对 Ve >0, 存 在 4>1, 当 zw',x”>4 
时 ， 有 
|F(2) = fo) < €. 


考虑 到 极限 ,lim f(z+n) = 0 中 变量 的 特殊 形式 ， 很 自然 地 想到 把 z', z" 表示 成 

rz! = [z] ES (zx), x" 到 [zx"] 举 (zx"), 
这 样 便 有 

(0 ) = 2) |) A 
这 里 切 匆 认为 ,im je]+(zD)) = lim jz +(z)) = 0 原因 是 (z) 与 (2") 
不 是 固定 的 ， 因 此 ， 我 们 希望 找到 固定 的 实数 (zj)，(oa) 来 ， “替换” (2') 与 (x”)， 
并 且 使 不 等 式 
[f(z") 一 cz 和 GZC + 0 D+ [f(z] + (1))| 

+ |f(z"] + (2" ee (z2))| 
右 端 的 各 项 都 很 小 .要 想 使 第 一 、 第 三 两 项 很 小 ， 根 据 一 致 连续 性 ， 只 需 (7 人) 与 
(zx1)， (2z") 与 (12) 都 很 接近 . 要 想 使 第 二 、 第 四 两 项 很 小 ， 只 需 [z] 与 [x"] 都 充分 
大 .问题 在 于 当 z'， zx” 改变 时 ， (zx) 与 (x1), (2z”) 与 (x2) 能 否 保证 距离 不 增 大 ? 
这 是 证 明 本 例题 的 关键 所 在 . 


证 明 对 Ve>0, 由 f(z) 在 [0,+co) 上 一 致 连续 可 知 ， 存 在 6 > 0, 使 得 6 < 1， 
且 当 z, yelo+eco, |z 一 y| 65 时， 有 


f(z) - Fo) < 4 
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1 | 
令 1= | 了 + zo0=0, zi = zk 二 证 一 一 居 二 1,2,… 0, 则 由 


lim f(zx+n)=0 (k=0,1,2,.…,!l+1) 
也 一 OOC 
可 知 ， 存 在 Ne 2+, 当中 > NN 时， 对 每 一 个 x (k= 0,1,2,…,! 十 1), 有 


f(ze + | < 5, 


并 由 0. 可 = LUwzkn] 及 


1 < 
Bi — Wi Ow 3 < 3 Thtl— Tk=7 < (ke 1 2 ) 


可 知 ， 对 V 1 ee S [0， 到 存在 kz', kz (0 < Noss kz < Lk: 使 得 
Tk, < 2 < Tk.t1; Th < 2 < 局 KR， 十 1 


综 上 可 知 ， 对 Ye > 0, 存在 NeZt 及 6 >0, 并 且 对 Vz', rz” € [LN+1+co)， 
存在 ky, kr" (0 < kz', kz 所 1)， 使 得 


|[z] + (2z) 一 (z]+zk)| 和 606， +(z) 一 (zz ]+zkv)ls 6， 
及 
[F(z] + zr )| + f(z"] 十 zhev) 
于 是 当 zx',z”"”>N+1 时 ， 有 
[f(z) — fz") < f(z] + 和 — f(x] + (71))| 二 AZ + (21))| 
+ |f(z"] + (2")) — fr") + v2) + |f (2"] + (x2))| < a. 
根据 Cauchy 收敛 原理 可 知 ， ， a 存在 . 


注 本 题 中 ， 若 将 条 件 “ f(z) 一 致 连续 ” 换 成 “ f(z) 连续 ”"， 结 论 不 再 成 立 . 
考查 函数 


人 


1 
2n+1(z — n), nSrT<nt+t mm 
1 1 1 
f(z) = 2" (2 一 n 一 去 ) 7 十 ER 
0， n+ 让 <z<ntl [C7 


则 由 f(x) 的 部 分 图 像 (图 6.2.2) 可 知 ， f(x) 在 [0,+co) 上 连续 ， 且 对 x € [0,+oco)， 
当 z= [zl 时 ， 有 


lim fln+z)= lim jz+[z)=0 (neZ+)， 
人 一 OO 光一 OO 
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当 工 关 [t] 时 ， 由 0< (x)==xz 一 [zx] <1 可 知 ， 存 在 入 € Zt1, 使 得 当 n>N 时 ， 有 


图 6.2.2 
< 7 十 [zj]+T(z)<m+[z+1L 可 知 当 m>NN 时， 有 


1 
on+[z] 
lim f(n+2z)= ln f(n+l[z)+ (x))=0, 
于 一 Oo 九 一 OO 


于 是 由 n+ [x] 十 


综 上 可 知 ， 对 ze [0, 十 oo0), 有 Jim f(n+z)=0. 但 由 
1 
,im fn) =0, nlim yn 十 六 Fi) 二 和 | 


可 知 ， lim f(z) 不 存在 . 

由 下 Ca 收敛 原理 是 极限 存在 的 充分 必要 条 件 ， 从 例 6.2.8 至 例 6.2.10 中 
我 们 看 到 ， 对 那些 不 易 看 出 极限 值 的 变量 ， 常 常 可 用 Cauchy 收敛 原理 来 证 明 . 这 
就 涉及 很 多 估 值 问题 (参看 第 3 章 第 5 节 )， 

利用 上 、 下 极限 来 证 明 极 限 存在 是 一 个 重要 的 方法 ， 下 面 举 几 个 这 方面 的 例 
子 . 为 此 ,我们 先 来 回顾 一 下 有 关上 、 下 极限 的 一 些 基本 性 质 . 为 节省 篇 幅 ， 叙述 
中 没有 区 分 数列 与 函数 ， 统 一 用 X,Y》 2 等 表示 变量 ， 并 略 去 了 极限 过 程 . 

性 质 6.2.1 设 久 , 2Z 是 3 个 变量 (同一 个 变化 过 程 中 ), 下 列 结论 成 立 : 

(1) im X < limX, lim(~-X)= -limX, lim(—-X)= — lim X; 

(2) 如 果 X<Y, 则 lmX <limy, limX < liny,; 


= 1 
Wil 1i We de 
(3) 如 果冻 >0, 则 lm 喜 Hm 


limX +limy 


(4) imX +limY <lim(X+Y)< 4 
lmxX 二 lm 六 


<lim(X+Y)< lnmX+limy.; 
(5) 如 果 愉 > 0, 工 > 0, 且 均 有 界 ， 则 
limX .lm 
limX .limy 
lim XY < jmX .lmy; 


limX .lmyY <limXY < tm 
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(6) 如 果 lim X 存在 ， 则 
lim(X+Y)=lmX+limyY, lim(X+Y)= lmX+lmy; 


(7) 如 果 碟 >0, 则 imX2 = (imX)?, lim X? = (im X)’; 
(8) 如 果 ln 六 存在 且 六 >0, 则 


lim(XY)=limX.limyY, lim(XY) = limX .limY. 


性 质 6.2.2 设 {zn} 为 一 数列 ， 则 im zn 三 a (a 为 有 限 数 ) 的 充分 必要 条 件 
存在 {tn} 的 子 列 {zw}), 使 得 


i 


li wn = 


并 且 对 {mat 的 任意 收敛 的 子 列 {ro 有 


Ow 


1 - af 
lim z,, 
一 Co 


对 于 lim zw = (0 为 有 限 数 ) 也 有 类 似 性 质 . 


1 一 OO 


例 6.2.11 设 {fan} 与 {0%} 都 是 数列 并且 b= an +dqanHl (n= 二 1,2,…), 其 
中 gq > 0,g 冯 1. 求证 {an} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 {0,,} 收敛 . 

证 明 必要 性 是 显然 的 ， 下 面 证 充分 性 . 

事实 上 ， 如 果 ,lim bn 存在 ， 则 由 上 、 下 极限 的 性 质 可 得 


lim b= lim (an+t+ qanti) < lim an 十 dl an+l 
了 一 oo n—o0 也 下 OO 九 一 oo 


lim (an, 十 dan+l) = lim b,, 
NT OO 也 一 CO 


/人 


lim b= lim (an, + qanti) < lim an t+gq lim an+l 
n—o0 九 一 CO no0 noo 


< lim (ant+gqan41) = lim bn， 
人 一 OO de 3] 


故 由 lim b, = lim bn 二 lim bn 及 上 面 的 不 等 式 可 推出 
7 一 > OO 九 一 DO 


让 一 COG 
lim av 十 dg lim an+l = lim an 十 q lim an+l， 
7 一 CO 九 一 Do 7 一 CO 7 一 DO 
从 而 由 lm as = lim ao 及 limn cai= lm ay 可 得 
几 一 co n—0c noo og 
lim a = lim ts 
no0 WD 


即 lim a 存在 . 
no00 
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例 6.2.12 设 {z)} 与 {yn} 都 是 非 负 项 数列 ， 且 


yr V Xn 斗 Ven 十 十 VTi (n = 本 


7 重 根 号 

求证 {zn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 {yn} 收敛 . 

分 析 例 6.2.12 与 例 6.2.11 在 题 型 上 属于 用 递 推 关系 式 定义 数列 的 问题 .参考 
前 面 的 例子 似乎 应 选择 用 单调 有 界 原理 来 证 明 . 不 过 试 一 试 就 会 发 现 不 便利 用 单 
调 有 界 原理 .下面 我 们 用 上 、 下 极限 来 证 明 . 

由 题 设 可 得 岂 = zn 十 yn-1, 因此 , 本 例题 的 充分 性 是 显然 的 . 现 考虑 必要 性 ， 
即 已 知 lim z 存在 ,证明 lim yn 也 存在 ， 自 然 想到 在 等 式 几 = zn +yn-1 的 左 
右 两 端 同时 取 上 、 下 极限 . 

证 明 充分 性 : 对 VneE Zt, 当 n>1 时 ， 由 


yn 三 Ver 十 忆 殉 并 十 < 十 愉 2 二 AZ 十 2 
可 知 ， V3 = Tn tt Yn-1,; 从 而 


Tn 二 2 一 Yn—i: 
由 此 可 知 ， 当 lim yn 存在 时 ， lim zn 也 存在 ， 且 


lim zn = lim gn( lim yg, — 1). 
no0 九 一 DC 九 一 OO 


必要 性 ， 设 lim zn 存在 ， 则 由 zw > 0 可 知 ， 存 在 ee [0,+o0), 使 得 


lim wn = 
O00 


于 是 由 y2 = Zn Yn-l RE 下 极限 的 性 质 可 得 


(lim %) = lim zt lim yy, (lim ya) = lim rnt lim yn 1 
而 6 n—00 noo no0 no00 九 一 OO 


综 上 可 知 ， lim yn 与 im yn 均 为 方程 


和 一 :CQ 
c2 
€ =é€+a 


的 根 ， 故 由 a > 0， lim yn > 0， lim yw 之 0 可 知 ， 


N00 
1l1+vVl+4a 
2 » 


li 3 = Divi 
noo 也 一 OO 


从 而 ,Jim yn 存在 . 
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在 讨论 下 面 几 个 例题 之 前 ， 我 们 先 给 出 一 个 与 性 质 6.2.2 平行 的 关于 函数 上 、 
下 极限 的 性 质 . 

性 质 6.2.3 设 f(z) 在 点 a € R 的 某 去 心 邻 域内 (或 a = so, 当 |z| 充分 大 时 ) 
有 定义 ， 则 | lim f(zx) = 4 (其 中 4 可 以 是 mw) 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) 存在 数列 {Zn}, 满足 zn 到， im 三 辣 癌 县 im f(rn) = 4; 
(2) 对 于 任意 收敛 于 a 的 数列 {2} (z 天 可 当 ,ln f(z) 存在 时 ， 必 有 
im f(z) < 4. 

性 质 6.2.4 es ) 在 点 a € R 的 某 去 心 邻 域内 (或 a = oo, 当 |z| 充分 大 时 ) 
有 定义 ， lim f(x) = B (其 中 B 可 以 是 so) 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) 存在 :数列 {zn}), 满足 x 去 a， im zn =@, ,lim f(zn)=B 

(2) 对 于 任意 收敛 于 a 的 数列 a 六 天 四 , 当 lim 7(zg) 存在 时 ， 必 有 


lim jz ) > 也. 
人 一 CD 


例 6.2.13 设 f(x) 在 (0,+co) 上 有 定义 , 且 对 Vz, ye(0,+oco), 当 /> 时， 
有 f(x) < jzy), 求证 : ,lim f(z) 存在 ， 或 lim f(z) = 
证 明 设 ,Ii f(z)=4，lim f(z)=B 
一 十 Do z 一 十 co 
如 果 B=+%o 或 4= 一, 则 由 


+%0= lim f(x)< lmn f(x)< lm f(x) < + 
Z 一 十 co Z 一 十 co 


Z 一 十 co 


或 


—o0 < lim A lm f(x) < lim Fz) = 一 oo 


2 一 十 C0 Z 一 十 co 
可 知 ， 结 论 成 立 . 
不 妨 设 -ce < 4, 且 B < +co, 下 面 证 明 4 = 也 
事实 上 ,由 lim jz) = B 及 性 质 6.2.3 的 条 件 (2) 可 知 ， 存 在 (0,+co) 中 的 


Ei 
一 个 数列 {wns 使 得 im Tn 三 十 00， 且 Lim (a) 一 
另 一 方面 ， 对 ze (0, 十 00), 由 im en 二 二 oo 可知 ， 存 在 N eZt, 当 n>N 
时 ， 有 zn > 22, 即 闻 > x, 从 而 由 已 知 条 件 可 知 ， 当 n> N 时 ， 有 


在 上 式 中 ,， 令 n 瑟 co, 得 
f(z) < lim f(xn)=B, 


1 一 DO 
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故 由 xz 的 任意 性 可 得 
4= I f(z) < 8, 
从 而 -co0 < B= 4<++oo. 由 此 可 知 ， lim, f(z) 存在 . 
例 6.2.14 设 f(z) 在 (a,5) 内 的 每 个 闭 子 区 间 上 有 界 ， 且 对 vz, ye (a,5), 有 
Z 十 Y f(z) + f(y) 
a 


求证 f(z) 在 (a,0b) 内 连续 . 
证 明 我 们 只 需 证 明 : 对 V zo € (a,b), lim f(z) 存在 ， 且 等 于 f(xo). 
首先 证 明 : 对 Y zo € (a,b), 左 极限 f(zo 一 0) 与 右 极限 f(zo + 0) 都 存在 . 
设 lim f(z) = 工 lan f(z) = 1 根据 上 、 下 极限 性 质 6.2.3 可 知 ， 存 在 数列 


zt 


{zn} 和 {z' 使 得 zw > zo, z > zwo, lim zu = lim z= zo, 且 
nN 00 名 一 OO 


lim 2 一 L lim (ms) 硅 ; 
也 一 OO 


分 别 选 取 {wa 和 {we 的 子 列 {el 和 {zn }, 使 得 Tn > Tn (k = |， 2 国有 并 令 
Tk = 227ne — Zh (KR 一 1,2,…), 则 有 


f(t ) + Fa 人 


0 


f (vn) < 
在 上 式 中 ， 令 有 一 +co, 得 
到 过 了 十 dm f(a 5 十 二 )， 


从 而 1/ > 工 ,于 是 工 = 1, 即 flzo +0) 存在 . 同 理 可 证 ， f(xo - 0) 存在 . 
其 次 证 明 : 对 Vzoe(aD, 有 f(zo 一 0)= f(zo++0)= f(zxo). 
对 VzoE(a,b) 及 对 Vh >0, 当 zo 土 2h&E (a,b) 时 ， 有 
f(zo)+ fe 土 hy i f(zo++h) + f(zxo—— hn) 
在 上 面 各 式 中 ,， 令 hh 一 01, 由 第 一 式 可 推 得 
f(zo—0) < f(ro), f(zo+0) < f(zo), 


再 由 第 二 式 及 上 式 可 得 


pr ee 一 0) < f (zo) a wt 


po < f+) + fle), 


(0 二: 届 区 
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从 而 
jzo) < f(xo —0), f(zxo) < jzo 二 0). 

综 上 可 知 ，f(zo 十 0) = f(z0 一 0) = f(zo),; 即 f(z) 在 zo 点 连续 ,于 是 由 zo 的 
任意 性 可 知 ， f(x) 在 (a,b) 内 连续 . 

下 面 几 个 例子 在 证 法 上 更 具有 综合 性 . 

例 6.2.15 (Stolz 定理 的 推广 ) 

设 f(z) 与 g(x) 都 在 [ao,+co) 的 任何 有 限 区 间 上 有 界 ， 了 为 正常 数 ， 且 满足 : 

(1) 对 Vzefa;+oco), 有 gz+7T)>ogz), 且 ,lim _g(7) = 十 co， 

Ft 人 7)= f(s) 


(2) pe 三 1 (! 可 以 是 士 co)， 
由 i 人 
ee gD) 


证 明 只 证 明 /为 有 限 数 的 情形 ，1i= 士 ce 的 情形 请 读者 自己 完成 证 明 . 
对 ve > 0, 出 ,lim ,9(7) 二 十 co 及 ,im = 1 可 知 ， 存 在 
4 >&a, 使 得 当 xz>4 时 有 g(x)>0, 上 是 


f(z +T) — f(z) 
gz FT) gla) 


于 是 由 g(x 十 7T) > 9g(z) 可 知 ， 当 zx>4 时 ， 有 
(1—ea)[g(z+7T)—g(z)] < f(z+T)— f(z) < (+e)lg(z +T)— 9(2)], (*) 


并 由 f(z) 与 g(x) 都 在 闭 区 间 [4, 4 十 7T] 上 有 界 可 知 ， 存 在 常数 mi， m2,， M1，M， 
使 得 对 Vz el[4,4+T], 有 mi < f(z) < Mi, m2 & g(x) & M2. 
对 Vy > 4+T, 记 天 = | 握 ， 二 gy 一 kT, 则 keEZ+t, 且 


le< <l+e, 


a se ee 
A=y- Ti < = gy—T Ge 1) =A+T, 


即 y* € [4,4 二 + 了 T], 于 是 对 每 一 个 j(j ==1,2,…,k), 由 WW* 十 了 > 4 及 (x*) 式 可 得 
(el + I DI + = FH = 2) 
<{(I+a)lgy +IT)— gw + = DT 
将 上 述 不 等 式 两 端 从 ;== 1 到 j= 尺 相 加 ， 并 由 y=y* 二 Kk7 可 得 
(1—e)[g(y) — gy*)] < f(y) = f(y") < (lt+e)lg(y) ~ gv”) 
于 是 由 g(y) > 0 及 yw*e [4,4+7T] 可知 对 Vy > 4+T7T, 有 


MM,» mi f(y) 
Ce a eb 


m2 ] 十 Mi 
g(y)l gl(y) 
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在 上 式 中 ， 令 1 一 +eo, 并 由 lm_g(y) = +ec 可 得 


f(y) f(y) 


lI-~e<g lim < lim <l+e, 
yS+o0 9(Y) ~ y=+0%0 g(y) 
从 而 由 = 逼迫 原理 可 知 ， 
lim fy) = lim 也 = 者 庆 


f(z) 
a 


注 例 6.2.15 的 结论 在 求 一 些 函数 的 极限 时 往往 是 有 用 的 ( 见 第 6 章 第 3 节 ). 
本 6.2.16 设 o, = ne (n = 1,2,…), 求 证， 数列 {@} 是 单调 增加 的 ， 而 数 


列 { 宇 2} 收敛 ， 并 且 对 Vme2Z+, 有 co2 > en. 
证 明 对 Yme2+, 由 an 的 定义 可 得 


Qn+il =e( Nn ) =e(1- 1 上 
Qn nt+l1 nt+1/ 


将 上 式 两 端 取 对 数 后， 利用 In(1 - z) 的 短 级 数 展开 式 可 得 
Gril 1 下 2 1 
ln Be =1+nln (1 i ij 二 1 0 和 二 1 
90 和 二 1 2 

/k(nNn+1)* 和 Cn 和 

1 
RFI nr 人 让 证 i 

1 1 ea 1 

Pn BET Im 


于 是 由 lnz 的 单调 性 可 知 ， 对 Yn eZt, 由 1new4i > lnan 可 知 ，an+l > an 即 数 
列 {an} 是 单调 增加 的 . 
同 理 可 知 ， 对 vn e Zt+, 有 


> 


2 2 . 1 
he n=2n e+ (1-— 一 一 ) 
nn 二 1 n Qn nn 十 1 
Sa 2 oo 1 
= 入 天 十 1)(m 十 1) 到 k(n + 1)* 
太一 工 < 让 


KEKE 二 1 二 Ti 
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12 5 
所 以 数列 { 哇 } 是 单调 减少 的 ， 且 对 Vne Z+, 由 至 > 0 可 知 ， 数 列 {各} 在 


界 ， 从 而 由 单调 有 界 原理 可 知 ， 数 列 和 全 收 全 
另 一 方面 ， 对 Yme Zt, 当 n>2 时 ， 由 a1=e 及 


Un 1 
hn (二 由己 > 
Qm 一 1 > i 1)nt 2n 
可 得 
PE RE LD 
一 = 
Un—l Qn—2 Q2 al 


A+1 1 全 k+l 1 nl 
mn=/ see= 守 / zd < -dr<) =- 
1 k 天 = 
可 知 ， 对 Vne Zt, 有 


I 
i > @l 十 1 十 5 十 3 十 二 元 > eltlnn = en. 


注 1 在 判断 数列 的 单调 性 时 ， 也 可 以 考虑 相 邻 两 项 比值 之 对 数 的 符号 ， 尤 其 
是 对 于 乘积 形式 的 数列 ， 这 是 很 方便 的 .， 

注 2 在 例 62.16 中 ， 证 明了 lim @ 存在 ， 但 没有 指出 极限 值 ， 实 际 上 ， 把 
下 列 等 式 


(2p) 22(p0)” mA , /2n yn 
Ga Cn (3) en Qn)!= (FE) em 
a [人 @ 二 时 
代入 Wallis 公式 im Ton nt) 2 并 记 bn = 二 可 得 
7 n a2\2 2n 员 BD 1 
= ji Ws ee je 2 1 
下 ee 二 


2 
即 lim 二 人 训 


O90 92 
另外 ， 由 
2 太一 工 1 1 1 于 汤 直 1 
LT nr omt 全 
人 b k—1l 1 1 1 
ntl c= 二 党 > | 
" bn 2 二 1)(n + 1)* 6(n 十 1 和 
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于 是 


pn+1e 5 > bne 酉 ， 
即 {pone- 严 } 为 单调 增加 的 数列 ， 且 由 im De 机 = 27 可 得 
De 一 配 < 27 by. 
利用 介 值 定理 可 得 
2r =bne- 名 (0<b <1). 
这 样 我 们 便 得 到 了 著名 的 Stirling® 公式 
n!l= Van (站 ) e 芒 (O00 1 
例 6.2.17 设 f(x) 是 定义 在 有 限 区 间 [a,9] 上 的 函数 ， 且 满足 : 
(1) 对 Vze [a,b], 有 a f(z)<?; 
(2) 存在 re (0,1), 使 得 对 Vzx, ye [aa 有 
[f(x2) — f(D) < rlz — Yl. 


求证 : 对 Vzo € [a, 0], 如 果 定 义 Tn+1 一 f(zn) (n >= A 则 数列 {zn} 收敛 ， 
且 极 限 值 5 满足 /6) = 6. 
证 明 由 条 件 (1) 与 条 件 (2) 可 知 ，zn e [am =12…)), 且 对 VEe2Z+, 有 


|zn+1 Tn| = |f (zn) NS (Wi < 7| Zn 2 六 w= 宝 忆 
根据 递 推 关系 ， 对 Yn e Z+, 有 
[wnt 交友 | < we = zol. 


又 因为 0<7r<1, 级 数 > rm|z1i 一 Zo| 收敛 ， 所 以 级 数 二 (ean 一 xn) 绝对 收敛 ， 
和 二 人 w=0 
于 是 由 


4 Co 
lim zn 三 lim i (Zk41 — Tk) 十 zol = 》 (ZK+HL — Lh)+ ro 
也 一 DO S =0 0 


1 一 DO 


可 知 ， {zn} 收敛 ， 设 lim zn = 和 [oO 
另 一 方面 ， 由 条 件 (2) 可 知 ， f(z) 在 [中 上 连续 (并 且 是 一 致 连续 的 ), 从 而 


和 VD Tr ‘im, f(zn) 一 帮 S)， 


@ Stirling, 斯 特 林 ， 1692 一 1770, 英国 . 
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注 例 6.2.17 也 称 为 “压缩 映射 原理 ”>， 其 证 明 也 可 利用 Cauchy 收敛 原理 来 完 
成 (参看 第 1 章 第 7 节 ), 结论 中 的 称 为 f(z) 的 不 动 点 .在 例 6.2.17 的 条 件 下 ， 
还 可 以 证 明 上 是 唯一 的 不 动 点 .事实 上 ， 如 果 7 e [a,0|] 为 男 一 个 不 动 点 ， 则 

I£—7|=|f(0 = f(D| < 7lé —l, 

从 而 由 0 <7<1 可知，&€=7. 

关于 不 动 点 问题 ， 还 有 下 面 更 弱 一 些 的 结论 . 

例 6.2.18 设 f(z) 是 定义 在 有 限 区 间 [o 上 的 函数 ， 且 满足 : 

(1) 对 Vzela,b], 有 a f(x) <b; 

(2) 对 Vz, ye [a,b], x 关 y, 有 

|f(2) — f(D| < ls — yl: 

求证 ， f(z) 在 [wb 上 有 唯一 的 不 动 点 ， 即 存在 唯一 的 & € [a,0], 使 得 f(€) = &, 并 
且 对 Vv To E€ [a, ob], 由 Tn+l 二 f (gn) (n 一 0; 1,2, 了 “) 确定 的 数列 {En} 收敛 于 

证 明 作 辅 助 函数 p(z) = jz) -z (a < zx < 4b), 则 由 条 件 (2) 可 知 ， w(x) 在 
[a,b] 上 连续 ， 并 由 条 件 (1) 可 得 

pla) = f(a) -a20, wb)= 1(0) -0&0, 

于 是 由 连续 函数 的 介 值 定理 知 ， 存 在 € [路 使 p(&) = 0. 由 此 可 知 ，《 为 f(z) 
的 不 动 点 ， 并 且 是 唯一 的 ( 见 例 6.2.17 的 注释 ). 

对 VY zo € [lw 由 条 件 (1) 可 知 ， 关 系 式 zn+l = f(zn) (=0,12…) 在 [ao 
内 确定 了 一 个 数列 {zm}, 我 们 来 证 明 lim |zxn 下 =0. 

事实 上 ， 由 条 件 (2) 可 知 ， 对 Vn e Z1+, 有 

ws A 《| = [F(a 二 < 6)| < | Ey eb 
故 {|zn 一 引 } 是 严格 单调 减少 的 非 负 数列 ， 从 而 其 极限 存在 ， 设 
im。 Izn—é€|=1z0. 

如 果 1 > 0, 令 一 ={fzlzelailz- 引 > 中 (注意 一 可 能 是 一 个 闲 区 间或 两 

个 闭 区 间 的 并 集 ), 并 作 辅 助 函数 


i AC hk 
则 g(x) 在 已 上 连续 ， 因 而 有 最 大 值 ~. 由 于 g(z) <1(z EP), 故 0<r<1, 于 是 
由 znER(nezZt) 可知 对 vneZt, 有 


I< lea=€| = I(raa) = (Re 2 et ES rw6 = 渤 | 
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而 lim 7r"|zo 一 好 =0, 故 1=0. 这 与 1> 0 矛盾 ， 此 矛盾 说 明 1=0. 
例 6.2.19 设 f(x) 是 定义 在 [1, +co) 上 的 单调 减少 的 非 负 连续 函数 ， 且 


lim 去/ 二 f(D dt = 交 , 


Z 一 十 co TO 


其 中 a 为 非 负 常数 ， 4 为 有 限 实数 ,求证 lim 并 9 = a4 
证 明 设 


)=/ a (1 << +00), 


则 对 Ve >0 及 Vzxe [a,+0o), 由 积分 中 值 定理 可 知 ， 存 在 € [z,z 十 ez], 使 得 
F(z+er)— F(z) _ 人 a at, 
t 


ro ro rx-—1 E 


于 是 由 f(z) 在 QL,+co) 上 非 负 且 单调 减少 可 得 
5 f(z+ez) 这 F(z+ex)— F(z) a 
1 十 E 克 e es 2 
由 于 
F(z+ez) F(z) 
Zo 7 
令 z 一 +co, 分 别 对 (*) 式 右 端 取 下 极限 ， 左 端 取 上 极限 ， 得 
f(z) 


lim | 一 :| = [(1 + 8)° — 1]4, 


[((1+e)* -1Agée lim 


z 全 十 co TY 
a Z > ap a 也 人 
[(1 + &) 1]4 > Tl im, ee 
即 
1 7 | 
Wn 
z 全 十 co TO 本 
二 一 1 
Wr te 1 
2 一 十 oo TO E 
令 e 一 0+, 得 
aA< lim (oS lim Te & wih, 


< 
z 全 十 co ZT 7 一 十 ce 他 


lim f(z) 


+o0 TO 


注 例 6.2.19 不 可 以 使 用 L'Hospita 法 则 ， 原 因 是 不 知道 极限 


lim (二 fh dr] = = Jni f(z) 
zZ 一 十 co QT z 一 十 co QT 


dA:; 


是 否 存 在 . 
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6.2.1 求证 数列 {cos n} 发 散 . 

6.2.2 求证 lim sin > 不 存在 . 

6.2.3 设 函 数 f(z) 在 (一 co, 十 co) Pe 并 以 e 为 最 小 正 周期 ， 求证 数列 {f(n)} 发 散 . 

(提示 : 利用 公式 = 1+1 十 机 十 …， 二 + 证 明 {(me) |meZt} 在 (0,1) 上 
稠密 . ) 

6.2.4 设 {an} 为 非 负 有 界 数列 ， 求 证 : im zn 存在 ， 其 中 


Zn 一 /al 十 /ao 十 :十 Van (n=1,2,.…). 
人 
nn 重 根 号 


6.2.5 设 an = nsin (n = 1,2,…), 求证， Jim zw 存在 ， 其 中 


Tn 二 Qn 十 Qn 十 十 Van (n= 1,2,.…). 
— 
nn 重 根 号 
6.2.6 设 0 云 Gi 去 D1， Qn+1 三 Vanbn, bn+l | 
数列 {bn} 均 收 敛 于 同一 极限 值 . 
6.2:7 设 {an} 为 有 界 数列 ， 且 lim Q2n 十 2an, 三 学: 求证 im, Un 存在 ， 并 求 其 值 . 


到 十 2 (n ==1,2,…), 求证 数列 fan} 与 


A 二 
6.2.8 设 0<al< ?ntl 二 an(2 一 4an) (n= 1,2,…), 求 证 
1 
li N= 一 
im a 4 


no0 


6.2.9 设 a>0, 且 x1 > Vat+l, znti= 二 1 十 


n 二 1,2,.…), 求 i 
半天 (n ey ), 求证 


lim zn = Va+tl1l. 
6.2.10 分 别 用 单调 有 界 原理 与 Cauchy 收敛 原理 证 明 数 列 {zn} 收敛 ， 其 中 
Tn i (m= 1 2, ): 
2 n 
6.2.11 设 数列 {t%,} 有 界 ， 且 数列 {an} 满足 


|an+i 一 an| 和 肛 如 +1 一 如 (= 12 


求证 lim an 存在 . 
(提示 : 先 证 明 {tn} 收敛 . ) 
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6.2.12 设 an >0 (n= 1,2,…), 定义 


ln ln a 


求证 当 lm < In2 时 ，{tn} 收敛 ; 当 lim 一 一 Den >In2 时 ， lim tn = +o0. 
6.2.13 设 /lz) e CI0L+eo), 且 If ~ 去 (2 一 +eo), 求 证 , 当 a >1 时 ，,lim_ f(z) 
存在 ; 当 a < 1 时 ， ,lim, f(z) 不 存在 . 


6.2.14 证 9E [1 +eo), 且 对 Vz e (1 上 +oo)， 


| < Tr i | 
水 下 if(r) 存在 


6.2.15 分 别 利 用 下 列 提示 的 思路 证 明 例 6.2.10: 
(1) 依 定义 证 明 .im f(z) 0; 
(2) 证 明 lim f(z)= lm f(z); 
Z 一 十 co 2 一 十 co 
(3) 利用 Cauchy 收敛 原理 ; 
(4) 证 明 : 对 任意 数列 {zn}, 如 果 ,lim_ zn = +cc, 且 lim f(zn) 存在 , 则 ,lim f(zn) = 0 


2 2 二 (n = 1 2,…), 试 分 别 利用 单调 有 界 原理 与 Cauchy 
收敛 原理 证 明 数 列 {za} 收敛 ， 并 求 出 极限 值 
6.2.18 设 zo < zl znH = 一 
A De 存在 . 


6.2.19 设 


1 
62.17 设 zi 一 却 ) Yn 十 1 一 2 十 


(n = 1,2,…), 试用 Cauchy 收敛 原理 证 明 


全 | 
==/ sinzsin—dz (n=1,2,.…), 
1 Tr 


求证 数列 {zn} 收敛 . 
6.2.20 利用 Cauchy 收敛 原理 证 明 例 6.2.11 和 例 6.2.12. 
6.2.21 下 面 命题 是 否 正确 ? 并 指出 证 明 过 程 中 的 错误 . 
命题 设 f(z) 在 [0,+co) 上 一 致 连续 , 且 lim f(n)=0, 则 lim f(z)=0. 
证 明 对 ve>0, 取 5>0(0<56<1), 使 得 当 |zx’ 一 x”|<< 6 时 ， 有 
|f(z") — f(z")| < se. 
又 因为 lim f(n)=0， 所 以 存在 Ne 2Z+, 使 得 当 n > N 时 ， 有 


|f(n)| < <. 
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令 ko = [下 ], 则 有 
kod 入 1< (ko 十 1)0. 
现 取 4=N+1l 则 当 z> 4 时 ， 有 
[f(z)| = |f(z] + (2))) < IF + (2)) — F(zD)| + | (2))| 
< 二 1 十 (KE 一 1)6) 一 7[z]+Ro) + |f([z] + 26) — f(z] + (x))| + |f([z])| 
<iet+et+e = (it+2)e, 
其 中 i 满足 i6 < (zx) < (+1)0. 因为 0< (zx) < 1, 从 而 有 i < ko, 故 
|f (x)| < (ko + 2)e, 
即 lim f(x)=0. 
6.2.22 设 f(z) 是 定义 在 有 限 区 间 [a,b] 上 的 函数 ， 且 满足 : 
(1) 对 vze€Ela,b], 有 a f(z) Db; 
(2) 对 Vz, vy € [a,0], zz 关 yy, 有 
[f(z) — f(y)| < lz 一 外 
求证 : 对 VY zo € [a,0], 由 


a nd (n= 0,1,2,...) 


确定 的 数列 {z*} 收敛 于 [a, 外 中 的 点 ， 并 且 lim zn 的 值 为 f(z) 在 [a, 如 上 的 唯一 不 动 点 . 
(提示 : 参考 例 6.2.18.) 
6.2.23 设 ftz) e CI0,+co), 且 对 Vze(0,+co) 及 VmeZ ,有 
f(x) < fnz)s 
求证 lim f(z) 存在 或 为 无 穷 大 . 
6.2.24 设 f(z) e CI0,+co), 且 对 Vz, ye(0,+co), 有 


0< f(r +y) < f(7) + f(y), 


求证 ,aa 2 二 是 | 

z 一 十 co 也 

6.2.25 设 zu>c>0(n=1,2,…), 求 证 : 数列 {zn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 数列 
{yn}, 等 式 
与 等 式 


lim (znyn) = lim zn lim yn 
B00 NO00 也 一 CC 


习题 6.2 


“ 225 。 


6.2.26 设 f(z) 与 g(z) 都 是 定义 在 [a, 十 oo) 上 的 函数 ， 了 为 正常 数 ， 且 满足 : 
(1) 对 VYzela,+eco)) 有 0<gz+7T)<o9gz), 且 


a 


(2) lim 过 二 了 一 f(z) 存在 或 为 无 穷 大 ， 记 为 4 即 


= oo g(r + T) — g(z) 
es 2 
T+ 二 006 g(r 十 T) = g(7z) - 


求证 lim 2) -1 


到 一 十 5 7(Z) 


6.2.27 设 非 负数 列 {an} 单调 减少 ， 且 an < tel (n= 2,3,…), 求 证 


lim m(an+l — an)=0. 
一 co 


6.2.28 设 f(z) e C(-co,+co), 求 证 lim f(z) = oo 的 充分 必要 条 件 是 
lm f(f(z)) = oo， 
6.2.29 设 函 数 f(z) 在 (a,b) 上 有 界 ， 且 对 Yz, ye (有 


7(2 二 2) < Te) fy) 


求证 f(a 十 0) 与 f(b 一 0) 均 存在 . 


6.2.30 设 数 列 {an} 满足 0 < am+n < Qnam (v m, ne 五: 求证 im Yan 存在 


6.2.31 设 0<zo<l, cnt = rn Zz (n= 0,1,2,..), 求证 zn ~ 二 (mn 一 co). 
(提示 ， 先 证 明 {za} 单调 减少 趋 于 零 ， 之 后 利用 Stolz 定理 . ) 
6.2.32 设 0<qg<l0<zi< 2 且 数 列 {x} 满足 
znti = Zn(l — grn) (n= 1,2,.…), 
求证 lim nzn = 2 
6.2.33 设 {zn} 为 有 界 数 列 ， 且 对 Vk eZt, 有 
im (Zn — zn)=0, 
求证 ， 数列 {zn} 的 聚 点 全 体 构 成 一 个 区 间 [1, ZL], 其 中 
1 三 ln wa, = im zn. 
6.2.34 设 {an} 为 有 界 数列 ， 且 
ant1 < pan + qan-1 (n= 2,3,.…), 


其 中 0<p,g<1,p+g=1. 求证 {an} 收敛 . 
(提示 : 用 上 、 下 极限 . ) 
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6.3 ”极限 的 求 值 


本 节 通 过 大 基 例 题 介 绍 一 些 确定 和 计算 极限 的 常用 方法 和 技巧 ,在 这 之 前 , 先 
把 所 需要 的 主要 公式 与 常用 的 极限 做 简要 整理 . 

极限 的 运算 法 则 和 公式 

(1) lim(Y + 2Z) = limY + lim Zi 

(2) lim YZ = limY .lm Z; 


Y limY 
(3) lim = = 2 


二 (lim 2 A 0); 
(4) lim|Y| = |lim YY; 
(5) 设 f(z) 为 连续 函数 ， 则 lim f(Y) = f(limY). 
注 上 面 各 式 中 ， 均 假定 变量 了 和 变量 2 存在 极限 (在 同一 过 程 中 ), 而 》 和 
2 可 以 分 别 是 数列 或 函数 . 


aa 


(4) (Reimann 引 理 ) 设 f(z) 在 区 间 [a,9] 上 可 积 (如 果 是 广义 积分 ， 则 要 求 绝 
对 可 积 ), 则 


"bb b 
lim | f(z)sin Xzdz = 0; Jim | f(r) cos Mdy = 0: 
a ?oo ha 


入 一 Oo 
6.3.1 ”利用 定义 和 两 边 夹 原理 求 极限 


在 本 章 第 1 节 中 我 们 对 极限 定义 做 了 一 些 讨 论 ， 在 利用 定义 求 极 限时 ， 首 先 
要 猜测 出 极限 值 ， 然 后 再 加 以 说 明 . 利用 两 边 夹 原理 求 极 限 则 常常 需要 对 变量 从 大 
小 两 方面 进行 估 值 . 
例 6.3.1 设 f(x) 在 [a,+oo) 上 有 定义 ;并且 在 任何 有 限 区 间 [a,5] 上 可 积 . 如 
果 lim f(z) =14, 求 极限 
lim 2 f(t)dt. 


Z 一 十 co 人 7 


分 析 假如 我 们 像 下 面 那 样 用 L'Hospital 法 则 来 求 极限 ， 即 


Co 


-pf 
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由 于 人 7(0dt 不 一 定 可 导 (因为 (x) 未 必 是 连续 的 ), 因而 是 错误 的 . 不 过 这 使 我 


们 可 以 猜 到 极限 lim 70 (dt 等 于 1 其实， 从 本 题 已 知 条 件 和 结论 的 表现 形 


式 上 看 ， 它 和 离散 情形 (数列 ) 中 的 例 1.1.7 是 很 相似 的 ， 从 中 不 难得 出 证 明 方 法 . 
下 面 就 来 证 明 这 一 事实 . 
解 对 Vs > 0， 由 slim, f(z) =1 可 知 ， 存 在 A1 > |al, 当 zxz> 41 时 ， 有 
Fe) = 3 


1 FA 2 
于 是 对 上 述 的 >0 及 41, 由 im 75/ PR 二 状 本 
T 一 十 oo 人 六 ZT 一 十 oo 并 
在 4 >.4i, 当 z>4 时 ， 有 


1 A £ Ail 
:2/ 19dd < | 侍 


综 上 可 知 ， 对 Ve > 0, 存在 正 数 41 和 42, 使 得 4， > 41 > lal, 且 当 z > 4 时 ， 有 


wy f(t)dt 一 < 三 Fatl + : f(t)dt 一 1 


E 
二 :| 过 > SL 
< a+ A Mts) rdz | 
和 让 sf v0 -lldz+ ed 
+ 
EE 
< L 3 


于 是 由 极限 定义 可 得 
1 I 
十 cc 
例 6.3.2 设 flz) es Cl0,+eco), 且 [ gp(z)dz 绝对 收敛 ， 求 证 
0 


Vn 


im 人 f (= )v(z)dz = f(0) Pa p(z)dz. 


no00 


十 ca 
证 明 由 于 [ gp(z)dz 收 全 所 以 对 Ve > 0, 存在 A> 0, 当 4h1 > A 时 ， 有 
0 


"十 OO 
" 2(Z)dz| < 
4i 


tc, 
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又 因为 f(x) 在 点 xz = 0 处 连续 ， 所 以 存在 5>0, 当 0<z<5 时 ， 有 
|f(z) — f(0)| < <. 
令 N = maxf[L42], [52]), 则 当 n > N 时， 有 


adz-7O {vn 


< z)dz + 三 ， 


广 - ee 


<e/ et <( 由 


由 极限 定义 得 


ili 00)| ) sk 


lim "ds = f(0) 人 olzjdz， 


?一 OO 0 


例 6.3.3 设 f(r) es C[-r, 可 ,求证 


站 1 一 7 


7 一 1 一 
分 析 很 显然 ， 当 7 一 17” 时 ， 被 积 函数 的 变化 情况 会 因为 0 的 位 置 不 同 而 有 
很 大 不 同 : 在 9 = 0 处， 显然 有 


I Lr 
a Tn 一 Jim 人 


其 正 负 号 是 由 f(0) 的 符号 决定 的 ; 而 当 0< 9 入 bx<r 时 ， 


f(0) = 士 co， 


lim f(9)=0. 


r 1- 1 — 2rcos0O+r? 
这 说 明 随 着 + 越 来 越 接近 于 1, 积分 值 越 来 越 集中 在 点 9 = 0 附近 ， 这 正 是 局 部 化 
问题 (参见 第 1 章 第 3 节 ), 0 = 0 就 是 奇异 点 . 因此 ， 需 要 对 积分 按 区 间 [7,7] 的 
不 同 部 位 分 别处 理 ， 我 们 从 确定 一 个 合适 的 5 > 0 入 手 . 
证 明 对 Vs>0, 由 jb) 在 点 9=0 处 连续 可 知 ， 存 在 6 > 0, 使 得 0 < 9 < rr， 
且 当 |9|<5 时 ， 有 |f(9) 一 f(0)| < =, 即 


f(0)—e < f(0) < f(0)+e 
以 下 分 0< 9| < 65 和 5< 19| < 7 两 种 情况 讨论 . 
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首先 考虑 区 间 [6, 7]. 
由 于 1 一 2rcos9 二 7? 在 [5,7] 上 关于 9 单调 增加 ， 因 而 


1 一 27rcosg+72 >1 一 2rcos6 十 72 > 0， 


所 以 可 得 
到 1 一 72 1 一 7r2 元 
下 1 一 2rcosb 十 72 1(o)ag < eg |f(9)|dg, 
从 而 
li ea 二 个 
i § 1—2rcos0+r7? > 
同 理 
: 总 1 一 72 
le dn 
由 此 可 知 


lim 人 -3 本 = 让 es 
7 一 1 一 1 一 27rcosb 十 72 5 一 2rcos0 十 72 

其 次 考虑 区 间 [0, 5]. 

当 |Ir| < 工时 ， 有 


5 : 6 过 
[f(0) af 2 dg< 人 = 


1 一 2rcosb 十 7 51—2rcos0+r? 


6 < 
< [f(0) +qf | 


_s1—2rcos0+r? 


以 下 计算 积分 d9. 利用 代 换 t= tan 可 得 


— 5 十 72 


6 2 tan 2 
1—r s 1—r 
| -一 -一 一 一 一 一 一 一 
人 (I 二 7)222 


4arct (i ta 本 
一 TCtan al 一 
1 一 7 D2 


6 a 
lim | 0 = lim 4arctan 二 EE tan . 三 Zn 
ro1- /J_s1—2rcos0+r? ry1— 1 一 7 


在 上 面 的 不 等 式 中 ， 令 了 一 1 ,得 


[f(0) ~ el27 < lim 上 工人 < [f(0) + ej27, 


ro1- /J_s 1— 2rcos0+r 


6 就 
lim / -= 


rl- 人 51 一 27rcosb 十 72 
综 上 可 得 
. 四 Lr 人 
lim Tarcosg rf (Od 一 27j (0). 


了 一 工 一 


例 6.3.4 求 极限 lim zw， 其 中 


.1 eol 由 
Tn 二 Alnsin 一 十 4/nsin 一 十 :… 十 4/nsin 一 1 25 
n n Nn 


n 重 根 号 


分 析 从 题 型 上 看 ， 本 题 似 乎 可 以 用 递 推 公式 来 求 极限 ， 但 实际 上 很 难 用 等 式 
建立 zx 与 zn_1 等 之 间 的 关系 ,不 过 可 以 建立 不 等 式 ， 由 于 ,lim nsin 一 二 可 以 
考虑 另 一 个 数列 


We 1+:.…+VI (n=1,2,.…). 


A 
nn 重 根 号 


1 / 

由 不 等 式 nsin 二 < 1 推 得 rn < yn = 1 十 V1 十 … 十 Vl, 所 以 有 
lim zn < lim yn = lim pe 
noo0 n—o0 no0 

一 


n 重 根 号 


sinz 


至 于 另 一 面 的 不 等 式 则 要 利用 
解 令 


的 性 质 . 


a V 1+ :+VI (wl 
Sa 


n 重 根 号 


则 易 知 {yn} 单调 增加 ， 并 且 利 用 归纳 法 可 推 知 yn < 2 (n = 1,2,…), 于 是 由 单调 
有 界 原理 可 知 ， ,lim yn 存在 ， 并 由 关系 式 y2 = 1 十 yn_1 可 推 得 


1+ V5 


li ws Se 
NnN—}O0O 
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另 一 方面 ， 令 


i a | 
Zn 一 nsin 一 十 4/nsin 一 十 … 十 nsin~ (n= 1,2,...), 
物 n n 


n 一 1 重 根 号 


sinz 


则 >。< zw, 并 由 


在 [0,7] 上 单调 减少 可 得 


TI 


L 
nl1’ 


1 
nsin— > (7 一 1)sin 
n 


故 当 n> 1 时， 有 


ep i | 
Zn 一 AMA 宛 3 有 一 十 1 有 Sm 三 十 十 1 人 Sn 一 
nn Nn Nn 


n 一 1 重 根 号 


1 
> ， (7 一 1) sin 
7 一 


二 mn 一 1， 


从 而 当 n > 1 时 ， 有 


Tn-1 < Zn < Tn. 


由 上 式 及 Tn < Yn 可 知 ， {zn} 单调 增加 且 有 界 ， 从 而 im 六 元 存在 ， 记 为 im zn 一 1. 
又 对 Vme2Z+, 有 


人 -0 
NSINO— 二 Tnl < 4/nsn om + zn = Tn < Yn 
Nn Nn 


在 上 式 中 , 令 n 一 oo, 得 


解 左边 的 不 等 式 得 
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例 6.3.5 设 {an} 与 {bn} 满足 条 件 : lim l, bn >0 (n = 1;2,: :小 求 
lim Qntl 十 Qn+2 十 … 十 Q2n 
mn 一 co bnt1 t+ bnt2 + ban 

解 对 VneZt, 今 


Dn 
[6 人 
bnti 十 bn+2 a 十 bon 人 ) 


则 由 bn >0(n= L225") 可 知 ， Ci > 0(4 = La ,Nn), 且 7 = 1 于 是 
2= 


， Qnti 1 Qnti 
min { 于 < 六 语 < max 1 一 一 
1<ien. \ Dn El bnii 1gign \ bnpi 


由 此 可 知 ， 对 Vn eZ+, 有 


: ak a 十 :各 站 | 入 Qk 
inf { < } 过 7 十 1 7 十 2 2n <sup{ 宇 上 
kn 


k>n \ Ok bn+l 下 bn 二 2 十 … 十 bon Ox 
从 而 由 
和 人 ak a . a 一 一 Q _ Qk 
lim inf {|} = lim = lim = lm 一 = lim sup (至 } 
九 一 Co kn bx n>00 On no0 bn no0 bn W000 Sn bk 
可 得 
bi Qn+l 上 Q7m 十 2 于 C27 a 


mn 一 co bntl 十 bn42 十 … 十 b2n 
6.3.2 ”利用 Stolz 定理 和 L'Hospital 法 则 求 极限 
在 极限 的 求 值 问题 中 ， 不 定型 的 定 值 问题 占有 相当 比重 ， 常见 的 不 定型 有 


0 OO 0 


0 oo LS3: 0 ; 0 . co， co 一 86， co 


等 . 处 理 不 定型 问题 时 ，Stolz 定理 与 L Hospital 法 则 是 常用 的 、 行 之 有 效 的 方法 . 


定理 6.3.1 (Stolz 定理 ， 

设 数列 {an} 与 {5} 满足 : 

(1) lim a, = 0, lim b;, = 0, 
nN—o0 n— oo 

@) Di < m=) 


(3) lim Qnt1 ~ Qn 存在 ， 


noo 0Om 十 1 一 bn 


型 ) 


a sf 一 苞 
则 lim - = i 三 人 


n= oo0 On n—o0 bnt1 Sn 0 
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定理 6.3.2 (Stolz 定理 ， 
设 数列 {an} 与 {bw} 满足 : 
0 eh 
(2) bryi > bn (n= 1,2,.…), 

(3) ,lm 了 一 p+ 存在 或 为 无 穷 大 ， 


818 


型 ) 


#1 一 
_ an N Qn+l 一 Qn 
由 一 一 A 
a 
定理 6.3.3 ( L'Hospital 法 则 ， 型 ) 


设 函 数 f(z) 与 9(z) 满足 : 
(1) lm (2)=0 limng(z) =0, 


(2) f(z) 与 g (7) 均 存 在 ， 且 g'(x) 关上 0， 
f'(z) 


(3) lim 上 存在 或 为 无 穷 大 ， 
g'(7) 
C1 
页 一 -一 一 ln ; 
Wl im ge 


定理 6.3.4 ( L'Hospital 法 则 ， 二 型 ) 
设 函 数 f(z) 与 9(z) 满足 : 

(1) lim f(z) = co, lim g(x) = co， 

(2) f(z) 与 g'(zx) 均 存 在 ， 且 g(x) 关 0， 


(3) lim 所 加 存在 或 为 无 穷 大 ， 


9 (7 
5 

贝 一 一 一 

2 gs) 一 7) 
例 6.3.6 求 lim(l 十 z2ez) Tesss 


解 由 L'Hospital 法 则 可 得 


1 
一 一 一 .(2z 十 Z2)ez 
1 1 2 RE ( 
jo eT) 
0 1 一 cosST 一 0 sinz 
2 ;)e”™ 
= lim ——. 二 


zo0 sinz 1+z2er ” 


从 而 由 指数 函数 的 连续 性 可 得 


2 AR lim ee 2 
lim (1 + ze”) 一 ec”0 1 一 6e2. 
rr—0 
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例 6.3.7 求 lim Vil+te ”~— V1l+cosz 
Z 一 0 十 


VZSinZ 
解 将 + “一 V1+ C0sz 初等 变形 ， 得 
Vrsinr 3 
Vl+e 7— Vl+i+coszr BC08% 1 
Vrsinz I V1i+e-*+VIiicosr Vrsinz 
于 是 由 
. 1 
lim 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 ~ 
zo30+ VIi+e-r*+Vitcosr 2V2 
及 
in 二 二 一 lim (~e ”+sinz)= —1 
rz—0+ 还 T 一 0 十 
可 得 
lim le ?=Vl+ C0 lim ?COS 下 
z 一 0+ Visinz 3 一 2V2 


注 在 例 6.3.7 中 ， 如 果 直 接应 用 L'Hospital 法 则 ,计算 量 将 大 大 增加 ， 而 采用 
初等 变形 ， 则 可 分 离 出 一 部 分 已 知 极限 的 变量 (如 V1 +e-* + VI+coszZ). 另外 ， 
我 们 在 处 理 Vsinz 时 ， 利 用 了 等 价 量 的 替换 法 ， 即 用 Vz 代替 Vsinz. 我 们 这 样 做 
的 依据 是 下 面 的 命题 . 

命题 6.3.1 设 aa ~ az, Pi ~ Pz, 则 

Q2 


人 it 
lim 一 三 lim 一. 


Bl B2 


在 应 用 命题 6.3.1 时 ， 要 先 将 变 基 转化 成 相 乘 或 相 除 的 形式 ， 对 于 加 减 运算 的 
变量 则 不 可 以 直接 替换 .如 : 


Ln 7] 天 lim 
.Sin(e® = 1)= (esin® ~—1) 
6.3.8 求 1 sinle Ile 一 上/ 
例 求 2 rln(l + 芭 ) 


解 由 站 十 Z)~Z(z 一 9 及 L'Hospital 法 则 可 得 


lim = lim p 
Z 一 0 T RT 十 号 z 一 0 zx2 
ff ez cos(ez 一 1) — esin? cossz 
= lim 一 -一 一 一 一. 
Z 一 0 2% 
ez cos(ez — 1) 一 esinz cosz 


将 人 初等 变形 ， 得 
ez cos(ez 一 1) 一 esmzrcosr er 必 3 到 COST EE 一 | 
EM sh 


2 守 2 
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并 由 
， cos(e 一 1) 一 cosZ . ee . 
lim 一 一 一 一 一 三 1lim[-e*sin(e — 1) + sinz] = 0, 
2 一 :0 及 Z 一 0 
Cn 
im” = lim (ez 一 esinz cosz) 一 0 
Z 一 0 2 Z 一 0 
可 得 
.er cos(ez 一 1) 一 esmzcosZ 
1 尝 淮 | 
5 让 27 . 
从 而 
‘sin(e*? — 1) — (esin® — 1) . eTcos(e* — 1)— esin?cosz 
iim 一 一 一 一 一 = 1m 一 一 一 三 0. 
zs Zln(1 十 Z) 2 2 


例 6.3.9 设 zo € (0,7), zn =snzn il (n= 二 1,2,…), 求 证 X22 入 = (n 一 co). 
证 明 对 veZ+, 有 0<xzn<l 且 


Zn+l = Sin Zn & Tn, 
从 而 由 单调 有 界 原理 可 知 ， {fzn} 收 僵 ， 其 极限 值 记 为 1, 并 由 


1 三， lim wntt SS Jim sinz; = sinl 
N=—$00 也 一 OO 


可 得 1 = 0, 即 lim 0, 
1 
另 一 方面 ， 令 刀 三 ， Qn 二 nN (n = 1,2,…), 则 


n 


2,.2 > 
Qnti—an (n+l)—n OZpHi Wn Sin wn 
2 zx2 本 | 
bnt1 一 bn 2 _1 zz 72— sin? wz, 
5 一 2 
Tn+1 Tn 
于 是 由 
5 
#2 i . 检 . At3 
lim 一 一 一 一 = lim a lim Pp 
0 t2—sint tH0t2—sint 12302t—2sintcost 
6t> 3 


sj] = lim 一 一 一 = 
2 1—cos2t+sint  ;t0sin2t 


及 Stolz 定理 可 得 
Gn 2 sin2 Tn 
lim nz2 = lm 一 三 lm 一 -一 一 一 
也 一 OO 1 一 Oo On, nb 2 — sin2 2 


三 季 


即 z2 ~ > (n 一 oo). 
注 例 6.3.9 中 ， 把 离散 型 变量 转换 为 连续 变量 来 计算 ， 然后 再 应 用 L'Hospital 
法 则 . 这 种 方法 在 处 理 极 限 问 题 时 是 经 常用 到 的 . 下 面 再 举 一 例 . 
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例 6.3.10 求 ,lim | mn ( )az: 
解 因为 当 z > 1 时, 有 


二 “n+ + 4) = 2 (1+ = = (+ 了 =) ， 
所 以 利用 L'Hospital 法 则 ， 得 


m1/ n (1+ 4) d=2, lim mn (1+ + 二 =2, 


从 而 由 Heine 定理 可 得 


1 n 1 
im 元 上/ ln (1 十 元 )dz 二 

例 6.3.10 也 可 以 利用 Stolz 定理 来 求解 ， 请 读者 自己 完成 . 
6.3.3 ”建立 以 极限 值 为 变 元 的 方程 求 极限 

对 于 那些 由 递 推 关 系 定义 的 数列 ， 可 先 证 明 其 极限 存在 , 然后 通过 取 极 限 得 到 
以 极限 值 为 变 元 的 方程 ， 解 此 方程 即 可 求 得 数列 的 极限 值 . 

例 6.3.11 设 zi =a>0, zl=a+t ee (n = 1,2,…), 求 im Tn. 

分 析 首先 假定 im Tn 一 L, 则 
1 
2 


1 
/三 lm Spr = 用 大 (o+ 一 ) 一 Q 十 
7 一 > DO -OO 2 


n 


于 是 由 zn > a 及 上 式 解 得 


2 


a Ga” 
二 
"VM ra 


剩 下 的 事情 就 是 要 证 明 lim zw 存在 ， 这 很 自然 使 我 们 想到 单调 有 界 原理 ， 和 由 


1 1 Tn—l 一 Tn 
Zmn+l 一 Zn = - = 一 一 (n= 2,3,.…) 
Tn Tn—l TnTn—l 


可 知 ， 数列 {Zn} 不 是 单调 的 ， 但 能 分 解 成 两 个 单调 的 子 列 {md 和 {vani}: 下 面 
的 证 明 是 我 们 在 第 6 章 第 2 节 中 介绍 的 常用 方法 之 一 (参看 例 6.2.5). 


解 设 1= +VI+ 二 , 则 已 =ol+l, 且 


下 面 用 归纳 法 证 明 : 对 Vme2Z+, 有 
Bo on (*) 
上 种 实 上 ,， 当 n=1 时 ， 有 
I 1 
T1=a<l=a+-o-<a+-= 7. 
l a 


假定 (*) 式 对 n=kz1 成 立 则 当 n=k+1 时 ， 有 


1 . 
xX2k4+1— l=a [十 <a i+7=0, 


T2k 

下 1 
ZT2k42 一 [= 二 a 一 li 十 >a-l+-=0, 

T2k+1 l 

从 而 (*) 式 对 一 切 n € Zt+ 都 成 立 . 
男 一 方面 对 Vn e Zt, 有 
1 1 _ C2n-l1 7 CT2n+l 
Tn I 于 = 

T2n+1 T2n—1 Tn—1T2n+1 


并 由 (*) 式 及 f(z) = -zz 十 az 十 1 在 [a,l] 上 单调 减少 可 得 


Z2n+1 一 Z2n-1 三 Q 十 一 T2n—1 


Ton 

1 azron_ 一 22 er 
二 第 2n—1 2n—1 >a 和 0, 
1 工 十 QZo2n 1 1 + azr2n_l 


所 以 {x2n+1} 单调 增加 且 有 界 ， 而 {z2n} 单调 减少 且 有 界 ， 从 而 由 单调 有 界 原理 可 
知 ， 存 在 常数 ) 及 1, 使 得 


li 三 iin Tn—l1 < l < lim To2on 二 12. 
7 一 co 也 一 oo 


另 一 方面 ， 由 zn+1l 二 a 十 2 (n = 1,2,…) 可 得 


Tn 
1 


li 二 a 十 一 ， 
1 he 

1 
12 二 a 十 


人 
解 此 方程 组 可 得 11 = 12， 于 是 im Tn 二 到 
1 S 
例 6.3.12 设 0<zi<1 (lwn)jrntii> (w= 2 求证 


a 
证 明 设 f(x) = (1 一 zx)z (0 < x < 1), 则 易 知 
1 
UU 一 有 


-238 . 第 6 章 极限 的 存在 性 与 求 值 问题 


故 对 VneZt, 由 0<iw,<1 可 得 


(1 Gry Th) Tn < 


心 | 王 


从 而 由 (1 - zwjzn+l > 了 可 得 


1 1 
(1 一 Zn)(Zn+l 至 Vn) 守 (1 二 | = (1 二 成 虽 ) 品 二 区 玫 和 玫 =0. 


因此 数列 {zn} 单调 增加 且 有 界 ， 故 存在 常数 1, 使 得 ,lim zn 二 14, 于 是 


1 1 

(1 一 0)! = lim (1 元 ) 汪 入 < i (1 一 Wl 一 lim (1 ee 2 > a 

no0 4 Ee 可 
1 1 
由 此 可 知 ，! = =, 即 lim zn = 二 . 
2 刀 一 Co 2 


例 6.3.13 设 zi = a, znti 二 2 十 (1 一 20)zn 十 中 (n= 1,2,…), 试 确定 常数 
a, b, 使 得 数列 {zn} 收敛 ， 并 求 出 极限 值 . 
解 对 vne Zt, 由 已 知 条 件 可 得 


Vnti ~ Tn = (Zn = 0b) S20, 
从 而 {zw} 单调 增加 . 
如 果 数 列 {zn} 收敛 ， 即 存在 常数 1, 使 得 lim zn =17, 则 
1 一 = lim (zn ~ zn) = lim (zn — 0b) = (1—0)’, 
即 1 =, 从 而 由 {zn} 单调 增加 可 知 ， lim zn 存在 的 充分 条 件 是 
zn <b (n=1,2...), 
这 等 价 于 xz 十 (1 一 20)zn 十 中 5, 即 
(zn —b)(zn—b+1)=7z2+(1-2b)rn+0 -bg0. 
由 此 可 知 ，5 一 1< zn < b, 于 是 当 5b 一 1< agb 时 ， 数列 {zn} 收敛 于 5b. 
注 在 例 6.3.11 至 例 6.3.13 中 ， 为 了 证 明 单 调 性 或 有 界 ， 我 们 借助 了 辅助 函 


数 ， 如 例 6.3.11 中 的 
f(z)=1+az— 7, 
例 6.3.12 中 的 
f(z) = (1 — 7)z 
及 例 6.3.13 中 的 
jz)=z2+(1 一 20)z 十 刀 一 0. 
这 和 党 背 是 很 有 用 的 . 


例 6.3.14 设 f(z) 在 (-oco,+co) 上 具有 各 阶 导数 ， 且 对 YVz 及 Vme2Z+, 有 
f(z) - Je-D(ojl < 方 ， 
求 lim f(z). 
“ 解 记 f(z) = f(z), 则 对 Vne Z+, 由 条 件 


fz) -JD(o)| < 证 


及 革 南 收 和 可知， 函数 项 级 数 [nz) -JD(z)] 在 (-o0,+o0) 上 绝对 一 
致 收敛 ， 从 而 由 
fz) = f(z) = ENV) FED)] (n=1,2,...) 


k=1 
可 知 ， 函 数列 {f(z)} 在 (一 00, 十 0) 上 一 致 收敛 ， 记 
9(2) = im jn)(z) (~ <z< 二 oo). 
又 因 f(z) 在 (-o0,+o0) 上 具有 各 阶 导数 ， 且 函数 列 {f(z)} 在 (一 oo, 上 +oo) 
上 一 致 收敛 ， 求 导 与 极限 可 以 交换 次 序 ， 故 有 
g'(z) = lim f+ (z) = gz， 
解 此 方程 可 得 g(z) = ce”, 从 而 
im f(z)= cez (~o00 < Zz <+o0), 
其 中 c 为 任意 常数 . 
6.3.4 ”利用 积分 和 求 极限 
有 些 数列 是 以 和 的 形式 (或 可 转化 为 和 的 形式 ) 给 出 的 ， 求 这 类 数列 极限 的 常 
用 方法 之 一 是 将 它们 转化 为 积分 和 ， 利 用 定 积分 求 极限 . 


例 6.3.15 求 极限 
lim 二 
nco VN ygEn Vk 
分 析 因为 对 Vne2Zt, 有 
二 | 1 1 于 过 1 
i 


“名 三 十 k 
所 以 可 将 求 极限 问题 转化 为 求 积分 问题 . 
解 设 ftz) = 一 一 一 (0 < x<1), 则 f(z) 在 [0,1] 上 可 积 ,从 而 定 积分 的 值 与 


VI 十 立 


区 间 [0, 1] 的 分 法 以 及 &; 的 取 法 无 关 . 
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将 区 间 [0,1] 进行 等 分 ， 并 把 分 点 记 为 re = 和 (k= 0,1,2,… ,nn), 每 一 个 小 
区 间 [ws 的 长 度 记 为 Azk = zk 一 Zi_1 = =， 在 每 一 个 小 区 间 (paw 内 选 
取 一 点 & = zx, 则 由 定 积分 的 定义 可 得 


lim 条 = = lim pe 一 本 =2(V2—1) 
no0 7 大 二 1 Kk mn 一 co A 0 1 十 并 ? 
/1 十 二 2! 
n 
从 而 
, 121 . /1 le 1 攻 . 
让) -2 
1 十 二 
n 
注 例 6.3.15 利用 了 f(z) = 一 一 一 在 [0,1] 上 可 积 这 一 事实 ,下面 的 例子 中 ， 


i 
省 略 了 将 求 极限 问题 转化 为 求 积 分 问题 的 具体 步骤. 
例 6.3.16 设 


2 DA 
“并 二 
Cn A ha 
2 n 


求 lim xz. 
九 一 OO 


1 
解 对 VneZi, 由 nn+ 二 n+1 可 得 


由 n 1 1 2 nn 
(2 二) 
nn 二 1 n 
es 
; 让 五 1 1 
lim — 由 lim 一 (27* 十 27 十 .… 十 2") 三 27dz = 一 一 ， 
了 一 co 也 大 二 1 no0N 0 ln 2 


lm i 


刀 一 co 也 十 n—}00 


从 而 


十 co 
例 6.3.17 设 f(z) 在 [0,+co) 上 单调 减少 ， 且 Fajadz 收 证 ， 求 证 : 
0 


we es 


并 求 ,lim n 


全 oo 1 2 二 
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十 co 
证 明 对 Vne2t， 由 上 f(z)dz 收敛 可 得 
0 


十 co ge 
| f(z)dzr = > f(z)dz, 
J0 大 一 0 


n 


并 由 f(x) 在 (0,+co) 上 单调 减少 可 知 ， 对 每 一 个 (k= 0,1,2,…), 有 


HS) < /ee 


nn 


在 上 式 中 ， 邻 n 一 co, 并 利用 两 边 夹 原理 可 得 
1 co k 十 co 
im 的 = | f(z)dz. 
1 T2696 
另 一 方面 , 令 g(z) = 一 3; 则 9(z) 在 [0,+o0) 上 单调 减少 , 且 / od 
0 
收敛 ， 从 而 由 已 证 得 的 结论 可 得 


Co ce i 十 cc 
员 叶 BE- 肌 这 全- 全 - 
例 6.3.18 设 f(z) 在 [0.1 上 可 积 ， 且 jz) > 0, 求 
加 ,7 由 …f( 扩 ) 
EE CP 
Oe) 

并 由 In f(z) 在 [0,1 上 可 积 ， 得 

lim y= li ;nf(5) 三 了 ln f(x)dz, 

we OD = 0 


解 设 纪 ,= 二 也 长 
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从 而 


OT 


6.3.5 ”利用 Reimann 引 理 求 极 限 


Cos Xt 
19 i 
例 6.3.19 求 lim et 
2 
解 由 cos? Xt 二 1+ cos2At 可 得 


2 


1 纺 lL L 
S2 At 1 1 1 :0S 2At 
/至 dt = 了/ at 了 人 | 
6 工 古 2 鹿 - 工业 却 2 /工本 


并 由 Reimann 引 理 可 得 


"] 
im { dt=0, 


M0J0 工 十 上 
从 而 

下 cos At dt 1) 

im 一 一 dt 一 二 二 2 

es TT 2Jo 1+t 2 
msin tt 

6.3.20 1 
例 求 人 n2 人 


解 en 


有 二 a=/ sin nz _- 1 dz $f On 
0 72 二 + 如 0 工 十 2 2 Jo 1+2z2 2Jo 1+2Z2 


并 由 Reimann 引 理 可 得 


1 
2nz 
lim J 2 dz =0, 
0 1 下 二 


1 dz E | T 
-二 arctanz| = 三 一 
0 工 十 Z? 0 4 


ji 人 msin tj 1 [ dz us 
im 二 二 =. 
nn 一 co Jo n2 十 友 2 0 1 二 ?2 8 


6.3.6 ”利用 Toeplitz 定理 求 极限 


Toeplitz? 定理 在 求 数列 极限 问题 时 是 很 有 用 的 ， 尤 其 是 那些 具有 有 限 和 形式 
的 数列 ， 先 来 介绍 一 下 这 个 定理 . 
@ Toeplitz, 托 普 利 欧 ， 1881 一 1940, 德国 . 


从 而 由 


可 得 
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设 (Brrr) 为 无 穷 三 角 阵 : 
poo, 
P10, Piil, 


p20; P21, P22, 
pno; Pnl; pe nn 


另 设 {zn} 为 一 数列 ， 定 义 
yn = pnoTo 十 pniT1 + + PnnTn (n = (012 )， 
称 {yn} 为 经 {pnm} 变换 {zn} 而 得 到 的 数列 . 


定理 6.3.5 (Toeplitz 定理 ) 
设 无 穷 三 角 阵 (Dri) 满足 : 
(1) 对 每 一 个 mm (m = 0,1,2,…), 有 


lim Pnm 一 0， 
(2) 存在 常数 Ks 使 得 对 每 一 个 7 (n 全 0， 1 2， )， 有 


n 
> |Pnm| < kK, 


mm 二 


如 果 进 一 步 假 定 (om 还 满足 


n 
Lim -3 Drom = 


W000 m=0 
则 当 数 列 {zw} 收敛 时 ， 数 列 {yn} 也 收敛 ， 且 lim yn = lim zn. 
证 明 先 证 明 该 定理 的 前 半 部 分 . " 
由 lim zn =0 可知 存在 M > 0, 使 得 
lwal< .WM (m= 012.5);, 
并 且 对 Ve > 0, 存在 Ne Zt, 使 得 当 n > N 时， 有 


€ 
[ww < aK 


对 于 上 述 的 六 加 及 取 定 的 正 整 数 N, 由 lim prm =0 (m = 9012 


存在 Ni € Z1+, 使 得 Ni > N, 且 当 n> Na 时， 有 
已: 


0 
NIM (" ) 


[pnml| < 
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从 而 当 n> Ni 时 ， 由 Yn 的 定义 可 得 
|yn| = |pnozo 十 PniXl 十 … + pnnznl 


< |pnozo| 中 Iprizi| 本 二 [pwZN| * [pnN+1TN+1| 砷 | 


乞 一 一 一 一 一 (N 1)M nN nn 一 
Ri + pi 4 pl 
起 [3 

< 


2 "2 
即 lim i S00. 
下 面 证 明 第 二 部 分 . 
设 ,lim zn = 一 5， 且 数 列 {Bn s} 经 {prnm} 变换 得 到 的 数列 记 为 {2n}; 则 
zn = pno(Xo 一 3) + pni(z1 一 8) 十 …: + pn(Tn sj 


nn 
= pnoTo 十 Pnl1Zl1 十 "十 DrnnZn 一 5 Pnm 
7 一 0 


也 
= yn 一 5 > pnm (B= 0 2 5) 


m=0 
并 由 前 面 证 得 的 结论 可 得 


lm gi = 0 
n+OO 


又 已 知 lim 一 pm =1 所 以 


no ooo. 


lim yn = lim snt+s lim Pnm = $. | 


no0 n co m n=0 
例 6.3.21 设 数列 {zn} 收敛 ， 求 证 


. 
lim Tn = ,lim nF (To + CTit+ + ONrn). 


证 明 令 
Pnm 一 CO (m=0, .1,5 ,nn; m=0,1; 2 ), 
则 易 知 (pnm) 满足 Toeplitz 定理 条 件 ， 2 n (n= 0,1,2,.-. )， 有 


pnoTo 十 PnlZ1 十 "全 十 DPnnzn 二 丙 fe + Clri + Or2 十 :十 Cnzn)， 


从 而 
lim Tn = im 去 (zo 十 Clzl 十 …: 十 Cnzn). 


= 


例 6.3.22 设 正 项 级 数 Dp 收敛 于 p (p > 0), 而 数列 {zn} 收敛 于 a, 求 


n=0 


lim (zopn +t Ti1pn-1 十 … 十 Znpo). 
九 一 OO 
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解 令 
Pn—m 


= 一 一 一 m=0,1,. ,n,n=1,2,...) 
人 20 十 2 十 十 2 ( ) 


则 由 正 项 级 数 i 收敛 于 p (p > 0) 可 知 ， 对 每 一 个 mm (m = 0,1,2,…), 有 


n=0 


lim pnm = lim ss 
也 一 OO 1 一 co Do 十 D1 十 …… 十 pn 
且 对 每 一 个 n(n==0,1,2,:…), 有 
Nn nN 
Pn—m 
Pnm = -一 一 一 |， 
A pe Dr ss 


故 由 数列 {zw} 收敛 于 a 及 Toeplitz 定理 可 得 


(Zopn + TIpal 二 .十 Lnpo) i 
me a 


从 而 


lim (zopn 十 Zilpn 1 十 …: 十 ZnDo) = ap. 
也 一 OO 


例 6.3.23 求 


lim ( . ln 2 十 ln 2- 十 i | 
no00 \2n—1 22—1 29n—2 23 一 1 2 27 一 1 


on—l 


解 令 rxo = 0, z= In (n = 1,2,3,.…), 则 


27—1 
27 一 1 
0 


1 O00 
另 一 方面 ， 令 pn = 52=012…) 则 易 知 pn 二 1, 且 当 n>2 时 ， 有 
涪 二 分 


nn 1 2 1 22 1 27mn 一 1 
2 rg 
从 而 由 例 6.3.22 可 得 
k 1 2 1 2> 1 2 1 
a 


注 以 上 三 个 例子 我 们 应 用 了 Toeplitz 定理 ， 这 使 求 极 限 问题 变 得 很 简单 . 但 
问题 是 如 何 寻 找 或 构造 变换 三 角 阵 (pnm). 这 是 有 一 定 难度 的 技巧 性 问题 ， 必 须 多 
做 一 些 练习 ， 才 能 提高 这 方面 的 技巧 . 
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6.3.7 求 极限 的 其 他 方法 


变量 的 形式 是 多 种 多 样 的 ， 因而 求 极限 的 方法 也 自然 是 灵活 多 变 的 . 不 可 能 
它们 都 一 一 列举 出 来 . 前 面 介 绍 的 是 具有 一 定 代 表 性 的 几 种 方法 , 下面 我 们 再 举 几 


个 利用 其 他 方法 求 极限 的 例子 . 
例 6.3.24 (变量 转换 法 ) 


设 ,72,… ,Zn 是 方程 tanx = zz 全 部 正 根 按 由 小 到 大 的 次 序 排列 成 的 数 


列 ， 试 求 


lim z2 sin(zn 一 Zn_1). 
儿 一 DC 


解 由 Tn (n 二 1,2,.….) 是 方程 tanz=7 的 根 ， 有 目 < Tn+tl 可 知 ， 


lim 
no0 Tn—l1 


令 Yn = Tn — Ln-l (n 4 pS 则 {yn} 有 界 ， 并 由 
tan2zZn 一 tanZn-l Zn 一 Zn-l Yn 
1+tanzn tanzn_i 1+ znTn_l Se 


tan yn = 


Yn 
im tan yn = lim 
和 一 不 


二 
co 十 ZnZn-1l 


ji Yr SN 
Ooo 


T= 


p23 
5 TD 
i tf 2 Sa n Sy v4 
Tn Si (ms Wii) = Ti “(1 + Znzn-1): sinyn 
NEN= 
-3 
Tn Yn 
二 一 一 .Sin yn 
1 rn i tayn 
£2 
= - “ Yn COS Yn 
1 + znTn1 
可 得 


lim ww2 sin(zn — zn-1) = 二 


lim 一 一 一 一 一 :VCcosyn = —7. 
no0 mn 一 oo ] 十 Ee 
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例 6.3.25 设 m,n 关 0, 求 


7 mm 
lim - - 5 
z 一 0 \ensinz 一 1 em sinZ 一 gy 


解 令 y=esm?, 则 当 z 一 0 时 ， 有 yY 一 1 于 是 


lir n m i n m 
2 (ss > 加 emsinz 7) Si a 全 2 ym 一 ;) 
ee ny™ a my +m—_n 
yl (y*— 1)(y™—1) 
又 由 y* 一 1~aly 一 1) (y 局 1 可 得 


nyg™—my*+m—n ,ks wh Sl! 


vl ("Do") nm(y 一 1)? 
再 利用 L'Hospital 法 则 可 得 


Wm 
| nm(y — 1)2 加 坷 | 2(y— 1) 
m—2 光一 2 
.my — ny mC—n 
2 1 一 
vl 2 2 
从 而 
n m m—n 
pe 
例 6.3.26 (利用 Taylor 公式 ) 求 
i sin(1 一 Z) 一 tan(1 一 Z) 
池 1 LN 
sin (1—=) -tan (1-=) 
解 当 江 一 1 时， 由 Taylor 公式 可 得 
a 3 
sin(1 ~— 7£) = (1— 7)— ms +o((1 — 7)’) 


sin (1 =】 一 十 本 +o((1 — 2)3), 


了 3 
tan(1 一 Z) (1 一 1) 十 十 of(1 2)3)， 
Ea ee . 
tan Q =) = E = . C0 入 + o((1 一 z)3)， 
从 而 
1 
i i 


T 一 1 . 1 1 rr—=1 1 3 
ye A a er T= 二 
sin (1 =) tan @ =) 3 (1— 7)3 +o((l— 72)3) 
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利用 Taylor 公式 把 复杂 的 变量 用 多 项 式 近 似 代 替 ， 不 仅 能 简化 变量 ， 而 且 可 
以 做 出 阶 的 比较 ,这 是 一 种 较 有 效 的 方法 . 关于 此 方面 的 内 容 ,我 们 在 第 5 章 中 已 
做 了 较 多 的 介绍 ， 在 此 不 再 更 述 . 

例 6.3.27 (利用 积分 中 值 定理 ) 设 p < 3, 求 


lim 人 二 一 Sin ds. 
$09 
去 


解 令 1= 二 , 则 由 积分 第 二 中 值 定理 可 知 ， 对 vn e Z+, 有 


i 
二 / 万 “Sin rd 
nN nN 
1 a Cg 
= | 一 一 和 sintat + mr | sintdt 
np n E 


1| 7 1 
了 sin rdl a 人 sin at 
RN | WB 


2 2 
Tn np. 


i 
一 Sin 一 dz 
EW 2 


在 上 式 中 ,， 令 n 一 00, 并 由 p<3 可 得 


im 人- 地 sin -ds =0. 


no0 


例 6.3.28 设 f(x) 在 (ob 上 连续 ， 求 证 : 对 Vc,d(a<c<d<b), 有 


m sf |7(z+ =) - f(z i =)]ar= f(d) -Fo 


i 
m 一 co 2 
证 明 对 Ye, d(a<e<d< 有 及 YneZt, 当 n> 一 -二 时 ， 有 
人 UG GG -二 )dz 
d+ 二 d 一 二 
=/， 0- f(t)dt 
1 SE 


故 由 f(z) 连续 可 知 ， 存 在 6 (c 一 上 ,c+ 二 ), me (4 一 二 ,d+ 二 ), 使 得 


6.3 极限 的 求 值 . 249 . 


li :én = 6 lim wi =; 
也 一 OO 也 一 OO 


sm MG 丰 =) = f(z 二 2)]ar 三 ta) = fle 
例 6.3.29 (利用 Stirling 公式 ) 求 


27721 
lim 


ny00 Nn 


解 由 Stirling 公式 ( 见 例 6.2.16 的 注 ) 


n i 
nl! 一 Varn (2) e 训 (人 过 的 过 了 
e 


可 得 


2\n en 
lim 一 二 lim Varn( ) eT =0: 


no00 nN no0 > 


例 6.3.30 求 
n 1 、 一 人 
lim V 克 1T el 下 (1 十 7) 
也 一 OO k=1 k 


解 因为 对 Vme2+, 有 


所 以 由 Stirling 公式 可 得 


Us 1 lk 1 i n 
valle ti(1+7) = Vare 3 tn( 和 ) e 您 (0< ,<1). 
k=1 


nn 二 +1 


另 一 方面 ， 对 VmeZ+, 由 


和 十 1 1 nl] n 1 
mn<mn+y)=/ 一 dz < i<1+/ —dr=1+lnn 
1 也 KE1K 1 I 
可 得 人 
Inn— (1+5+3+ + 一 ) 
lim 2_3 到 二 =0, 
九 一 OO lInn 
即 


1 ; jy 
人 二 一 Inn 一 c 十 en (Cc 为 常数 ， lim sn = 0)， 
2 3 也 了 一 CC 
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从 而 


a 于 气 一 s nN Nn en _ 
lim nlle'* (1 和 =) = lim V2re te ( ) el2n 一 V2ne (td). 
no00 k=1 k n>00 


外 十 


注 利用 Stirling 公式 求 极限 的 问题 不 是 很 多 ， 一 些 带 有 阶乘 的 数列 用 它 来 求 
极限 确实 很 方便 . 

例 6.3.31 (借助 积分 定义 和 积分 中 值 定理 ) 

设 f(x) 在 [0,1 上 连续 ， 且 s(z) = 2[2z] - 4[z], 求证 


lim f(r)e(nzlds = [ (wd: 
0 0 


证 明 对 VneZt 及 k=0,1,…,n- 当 “<zw< 人 + 小 时， 有 
n n 2n 
s(nz) = 2[2nzx] 一 4[nz] = 2(2k) — 4k = 0, 
染 二 下 二 总 六 或 二 并 时 ， 有 
s(nz) = 2[2nz] — 4Inz] = 2(2k+ 1)— 4k= 2, 
故 由 定 积 分 的 区 间 可 加 性 可 得 


下 f(x)s(nz)dz = 2 (z)s(nz)d 
A ssf J 


大 十 二 
= f(z)de =2 和 J(&0) 去 


人 十 二 


= ST f(A [cae tl as- 


人 n vs i n 
因此 , ， 
人 f(x)s(nr)dz = 人 f(z)dz. 
注 在 例 6.3.31 中 ， 如 果 把 f(z) 在 [0, 1] 上 “连续 ” 换 成 “可 积 "， 则 结论 仍然 
成 立 . 证 法 如 下 : 我 们 已 证 得 


让 f(z)s 2 A fF(w jr: 
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及 寺 类 士 工 
人 f(z) ji f(x)dz, 
可 得 
s(nz je- f(r)dz| < A ydz- 人 “yandz 
< 、 
N= 
其 中 必 (k=0,1… sn 一 了 为 f(z) 在 | 汪汪 -| 上 的 振幅 


由 f(z) 在 [0,1] 上 可 积 ， 并 根据 函数 可 积 的 充分 必要 条 件 可 得 


1 %=1 


lim 一 二 Wg:0, 


也 一 OO k= =0 


从 而 
im / f(a)s(nz)dr = /人 f(z)dz 


例 6.3.32 设 f(z) 在 [0,27] 上 连续 ， 求 证 


2 27 
lim 1 f(z)|sinnzldz = 2/ f(r)dzr 


证 明 对 vne Zt, 由 定 积分 的 区 间 可 加 性 可 得 
2 


人 f(x)|sinnzldz = > 和 f(x)|sinnz|dz 


2 ee 
S| f(zx)sinnzdz 一 I f (72) sin nadz| 
2 


hn Tx 
站 二 六 


和 人 
一 至 [reo 人 sinnzdz 一 om) 上 sinnadz| 
287 2k”n 


5 
2 7n—1 
= 2 HG) + f(x)] 
B= 
2kA 2k 2 2k 2 
其 中 心 e | 2 — |, ne | | (k= 0,1,2,...). 


ES EE a 


由 f(z) 在 [0,2r] 上 连续 及 介 值 定理 可 知 ， 存 在 ck € 使 得 


2f (or) = f(r) 二 JR) (k=0,1,2,..), 
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于 是 由 定 积分 的 定义 可 得 
,lim 配属 f(r)|sinnzldz = 一 Jim 司马 5 fton] EE 他 全 f(r)dz 
0 


例 6.3.33 (利用 初等 变形 ) 求 


人 93 二 二 32 三 n3—1l1 
woo D3 El 33+1 n3+1 


解 因为 对 VneZt,n>2 及 k=2,3,…,n, 有 
E31 (kl)(k+k+1) kml (kK+1)?—(k+1)+1 


K+1 (KE+H(2 一 大 TD k+l 12 一 十 1 
所 以 由 
nk-l1 2.3. nn-D 2 
gz2k+l1 3.4…(+1l n(n+1) 
及 
生生 上 一 (类 十 切 二 1 _ (m+ -nt)+l m+nt+l 
和 2 一 大 十 1 22 一 2 十 1 3 
可 得 
二 下- 上 (k++ 1)? A m2 二 +n+1 
kc2k3+1 kol(k+1) k2—k+1 3 nm+t+1) 
于 是 . \ 
人 
noo Dl pl nl Sn n(n+l1) 3 
例 6.3.34 求 
1i TZ 0 
,lim cos 3 cos 7 ‘Cos 7 
解 当 z=0 时 ， 有 
lim cos 二 cos 三 .cos 二 =1. 
no0 2 27 
当 zX 关 0 时 ， 对 ne Zt+， 由 sin 5 =2cos 35 ni 可 得 


Ee 艺 必 B 
和] < 也 二 ORS am 1 
sinx = 2" cos 5 COS 73 COS Dn sin pr 


于 是 当 z 关 0 时， 有 


lim cos~cos—:::c0S— = lim 一 一 一 
n—o00 3 22 27 mco 2m 8 
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例 6.3.35 求 
lim sin?(rVn?+n). 
n— O00 


解 对 vneZt, 有 
Ph.， - .2 - 5 吉 nn 
sin (xVn?2+n) = sin (rvVn?i +n— nn) = sin (- 到 一 一 )， 
( ) V72 十 见 十 见 


于 是 
区 2 CIA er 
im sin (trVn2++n) = im sin? (we = 起 
例 6.3.36 求 
lim ( es rd 
na NT 0 D9.4 38:5 nn+1n+2)/ 
解 对 Vke Zt+, 由 
| 
k(kK+1)(k+2) kk+1) Kk(kK+2) \k k+l 2\ k++2 
可 得 
如 1 全 | 1 a 1 
i 


ki1R(K+1I)(k+2) 1 


= (1 1 和 1 | 
- 人 4 十 1 2 2 7 十 1 n+2/ 


于 是 。 局 
站 
J 
例 6.3.37 求 
i 包 3 i ee 
noo \2 33 2n 人 
1 3 2n—1 
解 设 丙 二 林寺 入 直下 一 0 人 二 古称 出 
n 2k—1 Lp ed ne 1 2n—1 
er De De 
它 2 之 2 iE 2 2" 
于 是 
ce 二 
lim s， 三 工 十 -一 三 3. 
九 一 oo FE0O27 


例 6.3.38 设 ai >l an =2a -10n=23…): 求 


. Un 
lim 一- 一 . 
n+00 200102 0n 一 1 


解 对 每 一 个 n(n = 2,3,…), 由 题 设 可 得 
—1= (2a > 让 一 1)? 一 工 三 da (a 二 站 


Un, 
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p> 
a1—1 


2 = 2 PR a n 2 
or 一 1=4an li 4a 2»:…4a;3: 4ai(af 一 1) = [2”a1a2 an 


另 一 方面 ， 由 Q1 之 1 及 an 二 Ct 二 (22 5 1); 并 根据 数学 归纳 法 可 证 得 


an 之 1 (n= 1,2,.…:), 


故 
lim (2"a1a2 :an 1) 三 十 oo， 
和 =O00 
从 而 由 | 
a2—1 中 az 一 1 
[22alia2 an i] 4 
可 得 
5 
Qn ai—1 


] 一 三 
九 一 CO 27na1a2 Qnl 


习题 6.3 
6.3.1 设 f(x) e C[-11H, 求证 
6.3.2 设 f(z) e C[ 一 1,1], 求证 : 
Jim, $ {fess = 7 
其 中 


nr 


(1—z)", zr 之 0, 
en(Z) = 
e ， vw < 


6.3.3 设 ,lm f(z) 与 slim, f(z) 均 存在 ， 求 证 im f'(z)=0. 
6.3.4 求证 :in Y(t 寺 们 -=1 
n—oo0o 大 三 1 


6.3.5 求 下 列 极 限 : 


5 1 的 十 co "1 
lim -天 |) im EE e ”dz; 

) WD ss Vk nm 一 oo /0 

3) li TI 时 二 人 (4) lim(l 一 了 十 sinz)zs 
民 no k=1 m2 zr—>0 " 2 


2 1 直入 交 : 不 Se 
(5) Jim (cos 二 + sin =) ; (6) lim (tan 1) : 
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.tantanz— sinsinz . tantanz— sintanz 
(7) a tanz— sinz : (8) ba rsin? zr 
和 2 
EY edt) 
(9) lim 一 -9 一 一 人 一. 
下 e2t dt 
0 
6.3.6 设 jz) 与 g(z) 均 在 (-1 1) 上 具有 连续 导数 ， 且 f(0) = 0, 了 (0) = 1. 如 果 
tm 了 四 二 9 四 
存在 ， 求 证 


i Ff2) = f(g(7) _ 
Ge) 


6.3.7 求 lim zn， 其 中 数列 {z*} 分 别 为 : 
Zn 十 3 


(1) Tl 一 0， Tn+t+l 二 一 省 一 (2) Tl 二 0， Tn+l 一 V2 二 Tn; 
工 十 Zr 

(3) wi 1 Wpi 3 十 Zn)， (4) Zz1 = 10, zn+i = arctan Zn， 
3 十 Zn 


6.3.8 设 0< zn<1(n=1,2,…), 且 zn 满足 方程 z 二 x? 十 … 十 z" 一 1 求 lim zn. 


6.3.9 设 f(z) 在 (-a,a) (a > 0) 上 具有 任意 阶 导数 ， 而 {f(z)} 在 (-a,a) 上 一 致 收 
敛 , 并且 lim 7 (0)=14 求 lim f(z). 
zn(z2 十 3) 


6.3.10 设 0 < zo<1， ee 
Ce 3 
(提示 :考查 p(z) = (25 士 引 的 单调 性 .) 


3z2 十 1 

A 1 1 

6.3.11 设 zo=a>0 znfl= 了 (2rzn+ 号 ) ma=012…) 求 lim zn 
5 二 站 也 一 DO 

(提示 : 分 别 讨 论 a > 1, a = 1, a < 1 三 种 情形 . ) 

oe 
6.3.12 设 0 = =72_1 ty 大 求 Tina Wn: 

2 no00 


3 
6.3.13 求 下 列 极限 : 
li a | 
(1) im Rn nT (2) 7 (s > —1); 
5 -28 . 
0 EVE; (9 li a 
n™ 


0) Vim TD 0) hn tp 


6.3.14 求证 并 让 = OUnk+1) (mn 00). 
于 


1 
6.3.15 设 f(z) 在 (0,1] 内 单调 , 且 在 x = 0 邻 域内 无 界 , 求证 : 如 果 人 f(z)dz 收敛 , 则 


lim mt/( 人 )=f pd, 
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Vn! MT 
6.3.16 求 lim 二 , 并 由 此 计算 lim Ee 
Nn 00 no0 7 


6.3.17 求 lim 二 et (1+ 72) . 


?一 oo 一 ! 


b b 
6.3.18 设 o(z) e Cla,0], 求证 lim / ol(z)| sin nzldz = 2/ p(T)dz. 


TT 


6.3.19 设 lim an 三 wm 求 lim 喔 十 22 十 … 十 ran， 
九 一 co nono0 人 2 
6.3.20 试用 Toeplitz 定理 证 明 Stolz 定理 . 


n 3 2 
Ga 家 ji 站 本 二 G87 二 Ik 


no00 El (k++ 3)! 
(提示 : 十 6k? 十 llk 二 5=(k 二 3)(k 二 2)(k 十 1) 一 1.) 
Dh 
. nm 2 十 1 
6.3.22 求 im 一 


6.3.23 设 zl =1 Tnti 二 (Nn 二 D(zn 二 (n=14,2,…), 求 lim @ t 2 
(提示 : 先 确定 zk 的 表达 式 . ) 


附录 I Peano 曲线 


设 DD 为 平面 R* 上 的 一 个 正方 形 区 域 ,，T 为 D 上 的 一 条 连续 曲线 ,如果 丁 经 
过 D 上 的 每 一 个 点 ， 则 称 荆 为 “充满 空间 ”曲线 由 于 “充满 空间 ”曲线 首先 由 
Peano 给 出 ， 故 又 称 为 Peano 曲线 .， Peano 曲线 说 明了 连续 函数 图 像 的 复杂 性 ， 
它 推动 了 对 曲线 概念 和 维 数 概念 的 深入 研究 . 

Peano 曲线 有 多 种 构造 方法 ， 例 如 ， Hilbert 方法 和 Schoenberg 方法 等 . 下面 
我 们 将 要 介绍 的 是 Schoenberg 方法 . 

定理 (Peano 定理 ) 

在 平面 R* 上 存在 一 条 连续 曲线 ， ie [0,1] x [0,1 内 每 一 点 

证 明 作 一 个 以 2 为 周期 的 函数 f(t), 它 在 [0,2] 上 的 表达 式 为 


1 5 

3t—1 1 < 3 

f= 

上 3 < 1 < 可， 

4 5 

一 3t 十 5 3 En 3， 

则 易 验证 f(t) 连续 ， 且 
eR 二 i zn = 
定义 p(t) 与 w(t) 如 下 : 
oo 2n—24 ooe 327 一 1 

0 = Sd, yo = SY, 


了 2 的 三 并 27 
则 由 优 级 数 判 别 法 可 知 ， 这 两 个 级 数 均 是 一 致 收敛 的 ， 从 而 p(t) 与 w(t) 都 连续 . 
设 曲 线 古 的 参数 方程 为 
z= 9(t) 
y=V(t) (0 <t< 十 oo)， 
则 工 是 一 条 连续 曲线 ， 且 由 
0<v) < 站 0< YO < 1 


可 知 ， 曲 线 卫 在 正方 形 C [0,1] x [0,1] 上 
下 面 来 证 明 三 为 Peano 曲线 ， 即 对 vla, b)e [0,1] x[0,1], 有 (a,b)eT 
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对 VY (a,5) € [0,1] xl[o1H, 则 oz 可 用 二 进 制 数 表 示 为 
Q 一 b= 站 (其 中 irs Dis 只 取 0 或 1 
并 令 


c=2 如 (这 里 C2n—1 = Qn, C2n 一 bn). 
n=1 
如 果 能 够 证 明 
(9 Zc) 一 an， 下 332 加 三 b,,, 
我 们 就 得 到 了 yp(c) = a, w(c) = b, 从 而 问题 得 证 


全 


~ ; 
3*c = 2 3 Ft 2 = 2mg + dh 
其 中 本 网 
mk = pe dx = 到 (k= 1,2,...). 


由 mx 为 整数 及 了 以 2 为 周期 可 得 
f(3°c) = (dk) (=12) 
如 果 ck+1 = 0, 则 由 


og Con co 1 
<d:=27 过 区 3 全 二 二 
n=2 37 V2 3 


可 知 f(dx) = 0= cpri; 如 果 ckp+1 = 1, 则 由 


1 Cntk 2 > Cntk 
bs 一 Ce 一 一 3 
Ee = 拥 


可 知 ，2 < de < 于 是 (du) = 工 = ch 
综 上 可 知 ， 
f(3*c) = dk) = cpt1 (k= 1,2,.…), 
即 (*) 式 成 立 . 


Peano 曲线 


附录 工 关于 e 的 超越 性 


实数 可 分 为 代数 数 与 超越 数 两 大 类 ， 代 数 数 是 指 满足 某 个 整 系数 代数 方程 
DZ) 三 ao 十 air 十 :十 anz7" 一 0 


的 数 ， 如 V2，V3 等 均 为 代数 数 ， 而 不 满足 任何 整 系数 代数 方程 的 实数 则 称 为 超 
越 数 . 早 在 1844 年 ， Liouville 首先 证 明了 超越 数 的 存在 性 (超越 数 有 无 穷 多 个 )， 
后 来 人 们 相继 证 明了 e (Hermite, 1873) 、7 (Lindeman, 1882) 、 2V2 (KyspMHH ， 
1930) 、er (TenpgoHn, 1929) 等 是 超越 数 . 但 对 于 Euler 常数 是 否 为 超越 数 ， 其 
至 是 否 为 无 理 数 的 问题 至 今 尚 无 结论 . 

在 本 附录 中 ， 我 们 将 利用 微分 学 和 代数 学 的 知识 来 证 明 


em (+ 
为 超越 数 . 
定理 (Hermite) e 为 超越 数 . 
证 明 反 证 法 . 假如 e 为 某 个 整 系数 代数 方程 
p(Z) = a0o+az++amr™ =0 (ao am #0) 


的 根 ， 我 们 来 推出 矛盾 . 
设 f(z) 为 任意 一 个 n 次 多 项 式 ， 则 有 f'"+0(z) = 0. 由 分 部 积分 公式 可 得 


+ f'(t)e dt 


ro Lrc roea 


[seat= =F(t)er 


I 


-fe | -ge . = 
= 人 
k=0 k=0 
= 


2 f(t)je tdt= F(0)—e *F(z), 
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分 别 令 二 0; jl 7 代入 上 式 可 得 
0 
eoF(0) = F(0) +e |/ f(t)e-idt, 
0 
1 
elF(0) = F(1) +ef f(t)etdt, 
0 


e2F(0) = F(2)+e 1 f(t)e-!dt, 
J0 


e™F(0)= F(m)+e™ f(t)e tdt. 
0 


将 上 述 等 式 从 上 到 下 分 别 乘 以 ao, ai， a2,… ,am, 并 相 加 可 得 


0 = 条 are* F(O) 
k= 
mm 不 
=aoF(0) +arF(l)+.+anF(m)+ me [ f(t)e dt. (*) 
k=0 0 


注意 (*) 式 对 一 切 多 项 式 f(z) 均 成 立 ， 如 果 我 们 能 找到 一 个 ftz) 使 (*) 式 不 
成 立 ， 便 证 明了 该 定理 为 真 . m+1l\n 
i i = 0 可 知 ， 存 在 Ne Zt, 当 n> N 时 ， 有 


mt 了 1 
(|ao| 十 |ai| 十 …… 十 Ion)enmm em Ee EE 


选取 一 素数 Dp, 使 得 p> max{N + 1,m, |aol}, 并 作 函 数 
f(z) 


= i — 1)?(z — 2)? (2 — m)?, 


则 可 验证 f(z) 满足 下 列 条 件 : 
(1) JAD) 人 =0 (=, = te 2 本 
由 此 可 知 ， 当 n= (m+ 十 1)p 一 1>p 时 ， 对 每 一 个 i(i= 1,2,… ,m)， 
Fi)= f+ f+ + FP VD) + FD) + + Fd) 
= f 72) Ew f (2) 


能 被 p 整除 . 由 p 为 素数 及 


Je-D(0) =((-D™ml)? (p>m) 
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可 知 ， f(? (0) 不 能 被 p 整除 ， 从 而 


F(0) = f(0) 二 f'(0)+:…:+ JP-2)(0) 十 jp-D(0) a f 0 (0) 
2 f'?-D (0) 丰 f'?) (0) 十 … :十 Fn)(0) 


为 不 能 被 p 整除 的 整数 .又 由 p > |ao| 可 知 ，p 不 能 整除 |aol, 故 coF(0) 不 能 被 p 
(p 为 素数 ) 整除 ， 于 是 


q =aoF(0)+aF(l)+++amT(m) 


不 能 被 bp 整除， 由 9 的 定义 可 知 ， 9 为 非 零 整数 ， 从 而 lq| > 1. 
另 一 方面 ， 记 c= (|ao| 十 lai| 下 2 二 lam|)e™, 由 f(z) 的 定义 可 得 


m k ee 天 
aef f(t)e ‘a < Sone / f(t)e ‘qt| 
< lone" 人 |f tt)le-tat 

= -td 

ef lleat 


m™pt+p—1 m 
Or etdt 


一 Do 
(全 和) 1 
m 
<cem [p= 雪 3 


k 
9 十 >ouee / Flbe-tdt>1 一 二 = 二 . 
k=0 0 2 这 


这 与 (*) 式 矛 盾 ， 此 矛盾 说 明定 理 结论 成 立 . | 
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